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СЕРИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Том 45, № 4, 1981 

УДК 513.6 

РАПИНЧУКА. С. 

ЧИСЛА КЛАССОВ В РОДЕ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 
И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 

§ 1. Введение и формулировка основных результатов 

Пусть / — невырожденная я-мерная квадратичная форма с целыми 
коэффициентами. Важнейшим арифметическим инвариантом формы /, 
восходящим к Лагранжу и Гауссу, является число c(f) классов в роде /. 
С числом c(f) связан ряд классических проблем, представляющих зна­
чительный интерес не только для самой теории квадратичных форм, но 
и для алгебраической теории чисел, теории диофантовых уравнений 
и т. д. 

Большинство гипотез о c(f) естественным образом группируется во­
круг основной проблемы определения, т. е. вычисления и характериза-
ции, чисел c(f), которая в самой общей постановке представляется ма­
лореальной. Здесь прежде всего следует различать два случая, когда / 
является соответственно неопределенной и положительно определенной. 
В первом случае описание значений c(f) было получено Кнезером [14]. 
Оказалось, что c(f) всегда имеет вид 2\ причем любая степень двойки на 
самом деле реализуется как c(g) для подходящей целочисленной формы 
g, рационально эквивалентной /. Что же касается положительно опреде­
ленных форм /, то для них получение такого исчерпывающего результа­
та является скорее всего невозможным, ибо число c(f) может принимать 
весьма разнообразные значения. Поэтому естественно, что в этом случае 
основную роль играют качественные результаты о числе c(f). В зависи­
мости от метода их получения можно выделить несколько основных на­
правлений. 

Первое берет начало от работ Зигеля [17] по аналитической теории 
квадратичных форм и базируется на классической формуле для веса 
рода (см. [4], [17], [21]). Второе использует чисто квадратичную тех­
нику (описание квадратичных решеток, представимость чисел квадра­
тичными формами и т. д.) и связывается в первую очередь с именами 
Эйхлера и О'Миры (см. [13], [15], [18], а также классификационные 
работы [19], [20]). Некоторые важные результаты были получены на 
стыке этих направлений (см., например, [16]). Наконец, третье основано 
на понятии группы аделей и интерпретации c(f) как числа классов 
cl(G) ортогональной группы G = On(f), т. е. числа двойных классов 
GA{00)XGQ В разложении группы аделей GA по подгруппам GA(QO) и GQ 
целых и главных аделей соответственно. 
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Недавно в работах [8], [9] были получены результаты, которые в 
целом дают вполне законченную картину поведения cl(cp(G)) для про­
извольной полупростой группы G, если рассматривать ее реализации 
Ф: G-^GLr достаточно большой степени. Результаты и методы этих ра­
бот позволили решить ряд классических арифметических задач (см. [9], 
[10]). Если G=SOn(f), где f — положительно определенная квадратич­
ная форма, то G принадлежит к выделенному в [9] классу групп ком­
пактного типа (т. е. полупростых групп G, обладающих почти простой 
компонентой Gi с компактной архимедовой частью G'oo группы аделей), 
для которых была доказана следующая теорема: если G — алгебраиче­
ская группа степени п, имеющая компактный тип, то для произвольного 
натурального г существует такая реализация фг группы G степени 2п, 
что число классов с1(фг(С)) делится на г. Не умаляя значения этого ре­
зультата, позволившего, например, впервые показать, что на множестве 
двойных классов GA{OC)XGQ группы G компактного типа в общем случае 
заведомо не существует естественной групповой структуры, отметим, что 
из него непосредственно не удается получить соответствующий резуль­
тат для числа классов с(/), так как здесь необходимо исследование 
числа классов для /г-мерных решеток. 

Настоящая работа и посвящена n-мерному усилению результата из 
[9] о числе классов групп компактного типа. При этом мы рассматрива­
ем полупростые алгебраические группы G, определенные над полем ал­
гебраических чисел К, с компактной архимедовой частью GTO группы 
аделей. Это существенно не ограничивает общности, так как для произ­
вольной группы G компактного типа именно компонента G* с компактной 
G'oo несет основную информацию о cl(G) (см. [9, § 5]). 

Нашим основным результатом является. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть G — связная линейная алгебраическая группа 

степени п, определенная над полем алгебраических чисел К, причем ар­
химедова часть Goo группы аделей компактна. Тогда для любого нату­
рального г существует такая О {К)-свободная решетка L(r)czKn, что 
число классов cl(GL(r)) делится на г. 

Доказательство теоремы 1 для группы G = SOn(f), где / — положи­
тельно определенная квадратичная форма, без каких либо изменений 
проходит для группы G = On(f), и поскольку c(f) = cl(On(f)b), L — ре­
шетка, натянутая на базис, в котором реализована / (см., например, 
[12]), то получаем следующий результат. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть f — положительно определенная квадратичная 
форма размерности п^2 с коэффициентами из кольца целых (У(К) 
вполне вещественного поля алгебраических чисел К. Тогда для любого 
натурального г существует такая форма gr с коэффициентами из (У(К), 
К-эквивалентная f, что число c(gr) классов в роде делится на г. 

Работа состоит из введения и трех параграфов. § 2 содержит ряд 
вспомогательных результатов, используемых далее при доказательстве 
теорем 1, 2. Отметим, в частности, следующий результат, который пока-
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зывает, что теорема 2 на самом деле содержит наиболее существенную 
часть теоремы 1. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть GczGLn— связная алгебраическая груп­
па, определенная над полем алгебраических чисел К, с компактной 
группой G^. Тогда существует такая положительно определенная квад­
ратичная форма f с коэффициентами из К от п переменных, что Gcz 
aSOn(f)-

Далее устанавливается ряд утверждений о локальных решетках на 
квадратичных пространствах (/С/, f) над пополнениями Kv- Эти утверж­
дения служат основой для построения локальных компонент искомой ре­
шетки L(r) в теореме 1. 

Наконец, в § 2 доказывается утверждение, позволяющее строить 
с в о б о д н у ю решетку L(r). Дело в том, что при вычислении cl(GL) 
над произвольным полем алгебраических чисел К то или иное значение 
d реализуется как cl(GL(d)) для некоторой, априори не свободной, решет­
ки L(d)czKn (см. [8], [9], [14]). Это, вообще говоря, несколько сужи­
вает сферу приложения соответствующего результата, так как, напри­
мер, несвободным квадратичным решеткам нельзя естественным образом 
поставить в соответствие квадратичную форму. Все эти трудности, од­
нако, можно обойти, если при вычислении чисел классов иметь в виду 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть К — поле алгебраических чисел с гиль­
бертовым полем классов К, L — свободная решетка над кольцом целых 
О (К) поля К. Тогда если решетка М обладает свойством: локализации 
LV=MV для всех неархимедовых v^v0, a RaKVo, то М свободна. 

Доказательство предложения 4 основано на конструкции некоторого 
естественного отображения, сопоставляющего решетке элемент группы 
классов поля К, при этом критерий свободы выглядит следующим обра­
зом: решетка L свободна тогда и только тогда, если ей соответствует 
главный класс идеалов поля К- Отсюда, в частности, вытекает хорошо 
известный факт о том, что все решетки в основном случае K=Q явля­
ются свободными, так что дополнительные рассуждения типа предложе­
ния 4 здесь не нужны. 

Используя предложение 4 и его доказательство, можно переформули­
ровать теоремы реализации из [8], [9] для свободных решеток. Мы ог­
раничимся доказательством следующего усиленного варианта теоремы 
Платонова об одноклассных решетках (см. [8]). 

ТЕОРЕМА 3. Для всякой неопределенной полупростой группы G 
степени п существует такая свободная решетка L0czKn, что cl(GL°) = l. 

(Напомним, что полупростая /(-группа G называется неопределенной 
или группой некомпактного типа, если для любого почти-простого сомно­
жителя G2 группа Glo некомпактна. Это эквивалентно тому, что для од-
носвязной накрывающей G справедлива сильная аппроксимационная 
теорема (см. [6], [7]).) 

В §§ 3, 4 теорема 1 доказывается соответственно для случаев G = 
= On(f) или G = SOn(f) и G ^SOnd). При этом рассуждения § 4 су-
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щественно опираются на тот структурный факт, что при пф2, 4 группа 
G = SOn(f) проективно проста, т. е. не имеет нетривиальных связных 
нормальных делителей. 

В работе без пояснений используются следующие обозначения. Для 
фиксированного поля алгебраических чисел К с кольцом целых 0 = 
=(У(К) через V обозначается совокупность всех неэквивалентных нор­
мирований К', Voo, Vf — соответственно подмножества архимедовых и не­
архимедовых нормирований. Если ( IGI / , TO KV — пополнение К относи­
тельно v, если к тому же DGV/, TO OV=(J{KV) —КОЛЬЦО целых в Kv и 
Uv=<yv* — группа у-адических единиц (при £^УГО мы полагаем Ov= 
= Kv). Далее, для любого конечного множества М через [М] обознача­
ется число его элементов; в частности, для группы G и ее подгрупп F> H 
через [F\G/H] и [ fXG] обозначается число двойных и левых смеж­
ных классов. Из других часто встречающихся обозначений отметим сле­
дующее: если е=(еи . . . , еп)—ортогональный базис относительно не­
вырожденной квадратичной формы /, то Г(е) = {^еОп(/) |у(ег) =±еи 
i = l , 2, . . . , п}\ ясно, что если базис е определен над полем Р, то Г(е)с= 
czOn(/)P. 

Автор выражает глубокую благодарность В. П. Платонову за поста­
новку задач и постоянное внимание к работе. 

§ 2. Предварительные результаты 

В этом параграфе будут установлены некоторые вспомогательные 
факты, используемые далее при доказательстве теоремы 1. 

Вначале мы докажем следующее утверждение, которое играет клю­
чевую роль при доказательстве теоремы 1 в общем случае и в то же вре­
мя представляет самостоятельный интерес. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть GczGLn — связная алгебраическая груп­
па, определенная над полем алгебраических чисел К, с компактной груп­
пой Goo. Тогда существует такая положительно определенная квадратич­
ная форма f с коэффициентами из К от п переменных, что GczSOn(f). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть W—пространство всех квадратичных 
форм от п переменных, которое можно отождествить с пространством 
симметрических (пХп)-матриц А^Мп(С). Обозначим через W подпро­
странство в W, состоящее из матриц, инвариантных относительно груп­
пы GKy т. е. W= {A<=W\tgAg = A Vg^GK}\ пространство W /(-опреде­
лено. По условию для любого U G V » группа GKU = GR компактна и 
поэтому каждое пространство WKv обязательно содержит положительно 
определенную матрицу. Действительно, если А — произвольная положи­
тельно определенная вещественная матрица, то 

5 = j 'gAgdg 

удовлетворяет нашим требованиям (здесь dg — мера Хаара на GKv), 
Отсюда следует, что подмножество положительно определенных матриц 
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в WKV является непустым и открытым. С другой стороны, будучи 7С-оп-
ределенным, пространство W обладает свойством слабой аппроксимации, 
т. е. естественное вложение 

WKQ IT wKv 

имеет плотный образ. Поэтому WK содержит положительно определен­
ную матрицу F. Пусть / — соответствующая ей квадратичная форма. 
Тогда GKczOn(f). Ввиду связности G, множество GK плотно в G в топо­
логии Зарисского (см., например, [2]), так что Gc:On(/), откуда и сле­
дует требуемое утверждение. Предложение 1 доказано. 

З а м е ч а н и е . Приведенное выше доказательство предложения 1 
было предложено И. К. Жуком. 

Основой для построения локальных компонент искомых решеток слу­
жит 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть v^Vf и f=fixl
2 + . . . +fnxn

2 в базисе е = 
= (еи . . . , еп) пространства Кь

п, G = On(f)—соответствующая ортого­
нальная группа. Обозначим через Lv и Lv

{d) Обрешетки с базисами 
еи е2, . . . , еп и еи nv

de2, . . . , п/{п"1)еп соответственно, nv — униформизую-
щий элемент. Тогда если fi^Uv для всех 1=1 , 2, . . . , /г, то стабили­
затор 

G(ov = TB0V, 
где 

r = r(e) = {TeG|T(ef) = ± e b i = l , 2 > . . . , n } , 

B.)V ={x = (xt!)ezG@v
v (h)\xif ^nd

v^'nOVl i, j - 1,2, . . . , n}. 

(Здесь матричная запись берется относительно базиса е, G®v ($v) — кон-
груэнц-подгруппа уровня ^0=nvOv.) 

L(d) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х <= GQV
V И Х = (Xij) в базисе еъ . . . , еп. 

Тогда 

х (nf-^ej) = 2 4{М)хц (nd
v
{i-\) 

1 = 1 

для всех / = 1, . . . , п. Поэтому хц e i t ^ ^ C o при * > / . С другой сторо­

ны, так как ^ е С , то fxFx = F, где F ^ d i a g ^ , . . . , /„), *х — транспо­

нированная к х матрица, или хц = fiffyij, г д е У==(Уч) = х~1- Но поскольку 
Lid) L(d) 

х е GQV , Т О Й J / G G@U
V , так что согласно уже доказанному уц е= ^}1"'])х 

x0v при i > / . Отсюда видно, что Хц е я ^ 1 ' ^ и при / > i . Таким обра­
зом, во всех случаях ^ - е я ^ О р . Далее, из матричного уравнения 

п 

*xFx = F вытекает, что для любого / = 1, . . . , п >̂J fix*. = //, откуда 
t = i 
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Хц= 1 (modnvGv), или Х\\ = ± 1 (modPt,). Тем самым мы доказали вклю-

чение G@v
v d FB0V. Обратное включение следует из выписанной выше фор­

мулы действия х на элементы базиса л/7( '_1)^. Предложение 2 доказано. 
П р е д л о ж е н и е 3. Пусть /= / 1 х 1

2 + . . . +fnxn
2 в базисе е = 

= (еи . . . , еп) пространства Кп. Тогда: 
(i) если v(2) = \ и fif f2<=Ur, то существует базис х\=(ии . . . , ип) 

пространства Kv
n, обладающий следующими свойствами: 1) щ = е{ для 

i>2\ 2) ии и2 — ортогональный базис решетки Ove^LOve2\ 3) Ui2 = afi9 
i=\, 2, где a<=Uv— единица, не являющаяся квадратом. 

(и) если дополнительно f{^Kv*2 для всех 1=1, . . . , я, Г = Г(е), Г0=^ 
= Г(и), то для любого g<=On(f)Kv rf]g-1Tiog = Tng-ifg9 где Г = 
= {Т^Г0 | d e t f | w = l , W=Kvui±Kvu2]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пункт (i) легко следует из общих результатов 
о квадратичных решетках (см. [15]). Докажем (ii). Предположим про­
тивное. Тогда найдется у^Г0 такой, что ^(щ)=ии у(и2)=—и2 и у = 
=g-^g^T. Положим W+= {w^Kv

n\^(w) =w} и W+= {w^Kv
nU(w) = 

= w}. Из равенства ^[=g-i^g вытекает, что g(W+) = W+. В частности, 
пространства W+ и W+ изометричны. С другой стороны, в пространстве 
W+ может быть выбран базис вида ии uh, . . . , uip цф2, так что дискри-
минант disc (W74") = u\u2

i% . . . и] = afji2 . . . fi^Kv Аналогично, в W+ 

существует базис вида еи, . . ., ejm, откуда disc (W+) =fh . . . fjm <^KV*2-
Полученное противоречие и доказывает предложение 3. 

Займемся теперь вопросом о построении свободных решеток. 
П р е д л о ж е н и е 4. Пусть К—поле алгебраических чисел с гиль­

бертовым полем классов К, L — свободная решетка над кольцом целых 
(У (К) поля К. Тогда если решетка М обладает свойством: локализации 
LV = MV для всех неархимедовых v^v0, a RczKVQf то М свободна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним вначале, что гильбертовым полем 
классов для К называется максимальное абелево расширение К, нераз-
ветвленное во всех точках. При этом К соответствует нормальной под­
группе K*JK°°<^JK, так что Gal (К/К) изоморфна группе классов Cl(iv) 
поля К (здесь, как обычно, /А, JK°° — соответственно группы иделей и 
целых иделей поля К). Кроме того, включение KczKv, равносильно тому, 
что главный класс K*JK°° содержит все идели iv°(a), a^KVo, с компонен­
тами 

• _ \ 1, УфЩ. 
iv — < 

la , v = v09 

и, таким образом, существует такой униформизующий элемент пГо^(У, 
что nVQ^Uv при V^VQ (CM. [5]). 

Пусть GLnA — группа аделей, соответствующая GLn. Определим дей­
ствие GLnA на решетках LczKn. Если g= (gv)<=GLnA, то gv(Lv)=Lv для 
почти всех v^Vf и поэтому существует такая решетка МаКп, M=g(L), 
что Mv=gv(Lv) для всех v^Vf (см. [15]). В случае свободной решетки 
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L свобода M = g(L) равносильна включению g^GLn(K)GLnA(00). Ис­
пользуя сильную аппроксимационную теорему для группы SLn (см. [6], 
[7]), нетрудно доказать, что последнее равносильно включению 1(g) = 
= (det gv)^K*JK°°- Таким образом, отображение б, сопоставляющее ре­
шетке M=g(L) класс i(g)K*JK°° в группе классов, обладает свойством: 
б -1 (е) состоит в точности из всех свободных решеток. 

Пусть теперь М удовлетворяет условиям предложения. Тогда в ка­
честве аделя g, переводящего L в М, можно взять адель вида gv°(a), 
a^GLn(Kv), так что i(g) = (detgv) =iv°(deta)^K*Jк°°. Предложение 4 
доказано. 

Как уже отмечалось во введении, предложение 4 позволяет перефор­
мулировать все теоремы реализации из работ [8], [9] для свободных ре­
шеток. Наибольший интерес представляет следующий усиленный вари­
ант теоремы Платонова из [8] об одноклассных решетках. 

ТЕОРЕМА 3. Для всякой неопределенной полупростой группы G сте­
пени п существует такая свободная решетка L0cnKn, что cl (GL°) = 1. 

Доказательство следует общей схеме рассуждений из [8], поэтому 
мы укажем лишь на необходимые модификации. Как и в [8], определяю­
щую роль играет доказанное там 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть G — полупростая К-группа степени 
п, n:G-+G — универсальное К-опр еде ленное накрытие. Тогда для любо-
го t 'GF/ существует решетка NvazKv

n, для стабилизатора B=G&^ которой 
имеем GKv = BnKv(GKv). 

В [9] доказано существование такого конечного подмножества S0cz 
czVf, что при 5П5О = 0 группа G обладает свойством слабой аппрокси­
мации относительно 5, т. е. диагональное вложение G# Q Т\ G^v явля-

vt=S 

ется плотным. Используя слабую аппроксимацию для поля К, найдем 
конечное подмножество SczVf, SPiSo = 0, для которого JK = K*JKS> где 
JK

s — группа 5-целых иделей. 
Пусть теперь LczKn — произвольная свободная решетка. Обозначим 

через D подгруппу в GA вида 

D= П GKVX П ^ х П й п % 0 е д ; 

D открыта в GA в адельной топологии. Из свойства слабой аппроксима­
ции относительно 5 вытекает существование такой конечной системы 
представителей {Zi}f=1 двойных смежных классов DzGK и такого конеч­
ного подмножества TczVfy T(~}$ = 0, что ^-компонента (z{)v—e для всех 
ьфТ и всех i=l, . . . , d. Зафиксируем произвольный набор решеток 
MvczKv

n ( У Е 5 ) и построим решетку LczKn с локальными компонентами 

£« = Mv, 
\NV, 

v(£S\JT, 
v<=S, 
v<=T, 

(1) 
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где Nv — решетка из предложения 5. Решетка, удовлетворяющая (1), су­
ществует (см. [15]). Рассуждения, приведенные в [8] при доказательстве 
теоремы об одноклассных решетках, показывают тогда, что cl (GL) = 1. 
С другой стороны, ввиду равенства JK=z[{*JK

s и произвольности компо­
нент Mv, можно выбрать последние таким образом, чтобы адель g e 
^GLnA, переводящий L в Г, удовлетворял условию: 

i(g) = (detgv)^K*JK~. 

Но это, как мы видели при доказательстве предложения 4, эквивалент­
но свободе решетки Г. Теорема 3 доказана. 

Завершает этот параграф 
ЛЕММА 1. Пусть G — К-определенная алгебраическая группа и 

Vu V2czG — два замкнутых по Зарисскому К-опр еде ленных множества. 
Тогда если У 1 ПУ 2 =0, то для почти всех v^Vf 

G6v(Vv)V1%f)Gev(Vv)V2@v=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a;ClC[G] определяет Vt и/i°, . . . , f^&. 
G K [G] порождают at-, i= 1, 2. Так как Vx П V2= 0 , то найдутся такие 
g?\ •••> g^K[Gl что 

Для почти всех и е У / существует гладкая редукция G(t,) группы G по мо­
дулю р0 (см. [3]) и регулярные функции ff\ . . . , f£> fi\ • • > /£ \ gi^»- • • 
. . . , £(1), £(Д . . • > g ( 2 ) e ^ [G]. Для таких t; выполняется утверждение лем-
мы. Действительно, пусть я = gxvx = g2v2, где gu &GGew(Dy), ^ е ^ ^ 
У 2 е Ч . Тогда 

С другой стороны, переходя к редукции по модулю % и учитывая, что 
x=vi = v2, получим: 

— противоречие. Лемма 1 доказана. 

§ 3. Числа классов в роде положительно определенных 
квадратичных форм. Доказательство теоремы 2 

Пусть G — связная /(-определенная группа степени п с компактной 
архимедовой частью GTO группы аделей. Тогда согласно предложению 1 
существует такая положительно определенная квадратичная /(-форма /, 
что GaSOn(f). Поэтому доказательство теоремы 1 естественно распада-
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ется на два случая: 1) G = SOn(f); 2) G=^=SOn(f). В этом параграфе мы 
разберем первый случай. При этом рассуждения в равной мере годятся 
для групп G = SOn(f) и G = On(f). Учитывая, однако, связь cl(On(f)) с 
числом классов в роде формы /, мы проведем доказательство в случае 
G = On(f). Таким образом, в этом параграфе утверждение теоремы 1 бу­
дет доказано для группы G = On(f), что, как отмечалось во введении, 
автоматически влечет справедливость теоремы 2. 

Переходя к доказательству, будем считать, что положительно опре­
деленная форма f=fixi

2 + . . . +fnxn
2 в базисе е = (еи . . . , еп) простран­

ства Кп- Для всякого U G F / такого, что RczK0, выберем простой элемент 
nv^0, обладающий свойством nv^Uw при ы)фи, и обозначим через 
L{v) {^-решетку с базисом еи nve2i . . . , nv

(n~1}en. Положим также Г = 
= r(e) = {TeG = 0 „ ( / ) | T ( ^ ) = ± ^ * = 1 , . . . , л } . 

П р е д л о ж е н и е 6. Существует DGVfy для которого KczKv, и су­
ществует разложение 

GA= U GA{OQ)ZJGX 

группы аделей GA no подгруппам целых и главных аделей, обладающее 
свойством: все группы 

G(o — Zj G/Kpo)Zj П GK 

G^-сопряжены подгруппе в Г. При этом для почти всех w w-компонента 
\Zj) w=e, j = i, z, ..., s. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть L = Oe± J_ . . . J_Oen и GA = (J GA(0Q)ZJGK— 

соответствующее разложение. Без ограничения общности можно считать, 
что для некоторого конечного подмножества SczVf при w e У \ 5 ^-ком­
понента (Zj)w = е. Положим G^ — Z^GAWZJ f] G^. Ввиду положительной 
определенности /, все группы G@} конечны. Поэтому из теоремы плотности 
Чеботарева (см. [5], с. 254) вытекает существование такого v e Vf\S9 

что 1) KdKv\ 2) Д, . . . , /я'е= Uv\ 3) пересечение ((J Щ) П G@v
v (р,)= {е}. 

Покажем, что v — искомое. Так как при w=j=v iJS^Lw, то G&Z = G@™. 

В соответствии с предложением 2 для w = v Gev
9 = TB0V\ в частности, 

(v) 
G(dv

v a Gev
v. Отсюда следует, что представители классов GA(OO)\GA/GK мо­

гут быть выбраны среди аделей z(a, j) с компонентами: 

z(a, j)w = . (Zf)wt 

I a, w = v 
azEGL

e 
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Поэтому достаточно показать, что для любого г (а, /) группа 

G$D=z(aJ)-iGbZfi{">i)riGK 
G^-сопряжена подгруппе в Г Пусть xeG(@a,/). Тогда xeG ( i \ Беря про­
екцию на v-компоненту, получаем х = а-1уЬа, ^ е Г , b^BQv. Таким обра-
зом, x2^G$ и х2= а г (у гЬуЬ)а^: G@u(pu). По построению отсюда сле­
дует, что х2 = е. Поэтому требуемое вытекает из следующего утверж­
дения. 

ЛЕММА 2. Пусть QczG^—подгруппа экспоненты 2. Тогда 8 G^-со­
пряжена подгруппе в Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Группа G, очевидно, абелева и поэтому су­
ществует такой ортогональный базис ии . . . , ип пространства Кп, что 
в(^) =±Щ для всех t = l , . . ., п и всех 6 ^ 0 . Действительно, пусть ut— 
общий собственный вектор для преобразований из в и Wi=(Kui)± — 
ортогональное дополнение к прямой Ки^. Тогда Wt инвариантно относи­
тельно в и в качестве и2 можно взять произвольный общий собственный 
вектор для ограничения © 1 ^ и т. д. Без ограничения общности можно 
считать, что и2 = \{. Тогда если преобразование x^G-^ определяется со­
ответствием х(вг) =ии то x~l@xczT. Лемма 2 доказана и, таким образом, 
доказательство предложения 6 завершено. 

Согласно предложению 6, можно предполагать, что f = fixl
2 + .. . + fnxn

z 

в базисе еи . . . , еп пространства Кп, причем для L=Oe^\ \-Оеп су-
s 

ществует разложение GA = \J G^^ZjG^ для которого все группы G^ =* 

= Z^GA^ZJ П GK G^-сопряжены подгруппам в Г = Г(е), и, кроме того, 
для почти всех v^Vf и-компоненты (Zj)v=e, / = 1 , . . . , s. Зафиксируем 
элементы gj(=G-^, для которых g-^G^g.czY. Пусть SiCzVf — такое ко­
нечное подмножество, что при v^Vf\Si выполняются следующие усло­
вия: 

(i) /-1 = 22nr, /i, . . ., fn^U» (r — число из теоремы 1); 
(ii) (Zj)v=e для всех / = 1, . . . , s; (1) 
(iii) gj в базисе еи . . ., еп целы относительно w для всех продолже­

ний w нормирования v на К, / = 1, . . . , s. 
Обозначим через Р расширение /С, порожденное над гильбертовым 

полем классов К примитивным корнем рГ1 степени г4 из 1, элементами 
1/fij • • • > ifn и всеми коэффициентами матриц gj, / = 1 , . . . , 5. 

Далее, пусть Г = { ^ е Г | det ^ | w = 1, W=Kel±Ke2} и А (Г)—сово­
купность всех подгрупп группы Г, которые G^-сопряжены подгруппе в Г. 
Для всякой подгруппы Г 'еД(Г) перенумеруем каким-либо образом эле­
менты Г', скажем, Г' = {-у/, . . . , у/} и для у= (^4, . . . , ^d)^.Td положим 
У (Г', 4) = {g^G\g-i4ig=4i', i = l , • . . , d}. Очевидно, У(Г", 4) —замкну­
тые по Зарисскому /(-определенные подмножества в G, причем если 
Ч*¥=Ч2, то У (Г7, (Y1)nV(r/, 42) = 0 . Поэтому из леммы 1 вытекает сущест­
вование такого конечного подмножества S2aVf, что при v^Vf\S2 
выполняется следующее условие: 
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для любой подгруппы Г ' е Д ( Г ) порядка d и любых \ 

у\ f e ? , Y 1 ^? 2 , пересечение G@0(VV)V(T', f)@of] 

aG6v(%)V(T',fhv^0. 
(2) 

Положим 5 = 5!U52. Тогда в соответствии с теоремой плотности Че­
ботарева (см. [5]) существует u e V / \ S , для которого PczKv Из наших 
построений вытекает, что удовлетворяются условия предложения 3, и 
поэтому можно рассматривать базис и=(ии . . . , ип) с описанными там 
свойствами. Выберем простой элемент nv^(Jv, и обозначим через Mv ре­
шетку с О^-базисом ии nvu29 . . . , п^п"1)ип. Искомую решетку L(r) опре­
делим через ее локализации следующим образом: 

{Mv, wssv. 
Такая решетка существует (см. [16]). Кроме того, из предложения 4 вы­
текает, что L(r) свободна. Покажем, что число классов cl(GL(r)) делит­
ся на г. 

Из (3) вытекает, что стабилизатор G@w
w = G@̂  при w=f=v и G@0

V = 
= Bv=r0B0V, где r0 = T(vL) = {y&G\y(tn)=±in, i= 1, . . . , /z}, Bova 
CZ G@v

v (Pt,) (см. предложение 2). В частности, GA[£>) CZ Сл(00). Обозначим 
через cj (v) число двойных смежных классов по подгруппам GAQ) И G#, на 
которые распадается класс GA(OO)ZJGK. Имеет место 

ЛЕММА 3. cl(GL(r ))= 2 cj(v), причем c}{v)= [Bv\G@v
v/Gf]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение леммы очевидно, поэто­
му докажем второе. Для всякого A G G ^ обозначим через zv(a) адель с 
компонентами 

< <е, w^v, 
2^(а)ш = 

4 ' [a, w — v. 
Тогда 

Пусть теперь 

GA{0O)ZJGK= (J GkU)Zv(a)ZjGK. 

GL
A

{$6)ZV (a) zfGK = GLA{hz"(b) ZjGK. (4) 

Тогда, так как (Zj)v=e, (4) эквивалентно 

z^Gk&ZjZ* (a) GK = z^G^zjz" (b) GK, 

т. e. zv (a) = xzv (b) y, x e Z^GA^ZJ, y<=GK. Поскольку zv (руЧ'^ (а) е 
^Z^GAI^ZJ, TO y^G%\ так что, переходя к проекциям на у-компоненту, 
иолучим a<EE.BvbG%\ Обратно, пусть a=xby, где Х Е В 0 , y^G%\ Поло-
7 Серия математическая, № 4 
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жим х = zv(a) у 1zv(b). Тогда zv (a) = xzv (b) у и достаточно установить, 
что х е z^G^^Zj. Сразу же заметим, что х е z^G^oo)?/, И поэтому до­
статочно показать, что ^--компонента xv^Bv. Но xv = ay~lb~i = x^Bv. 
Таким образом, мы показали, что (4) эквивалентно BvaG{<p =BV6G@), 
откуда и следует лемма. 

Таким образом, для доказательства теоремы достаточно показать, что 
число двойных классов [BV\GQV/G{£)] делится на г для любого'""/= 1, . . . , s. 

Заметим теперь, [что из условия (Hi) в (1) вытекает, что g^G^gjCT, 
gj^G6

v для всех / = 1, . . . , s. Кроме того,! такчсак РГ1^К0 и 
v(ri) = ly то если qv — число элементов поля вычетов для Kv, qv—1 де­
лится на ri = 22nr. Поэтому требуемое вытекает из следующего утверж­
дения. 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть Я — такая конечная [подгруппа в G®v = 
= GL

e
v, что g^HgdV для некоторого g^Gev. Тогда число двойных 

смежных классов B0\G©v/H имеет вид —— для некоторого целого а. 

Очевидно, порядок Я равен 2т , О^т^п. Для всякого t = 0 , 1, . . . , т 
положим 

Df= {gtEG@v | [Н: ЯП (g-iBv g)] = 2'}. 

т 
ЛЕММА 4. [BV\G@V/H] = У; 2~{n+i) [Bov\Dt] (напомним, что BV=T0BW, 

t — о 

так что Bov= Bv fl G@v($v)). 
m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем [Bv\G@v/H] = ^ [Bv\Di/H], поэтому 
1 = 0 

достаточно показать, что [ £ „ \ Д / # ] = 2 - ( п + 0 [ В о * \ А ] . Установим вна­
чале, что каждый класс BvxH, x<=Diy содержит 2n~m+i классов B0vyH. 
Действительно, BvxH = U BovyxH. Пусть теперь B0v^ixH=B0v^2xH. 

ver 0 

Тогда ^2~iriib^xHx~\ b^B0v. Таким образом, класс BvxH распадается 
в точности на [ToiIY] классов BuvyH, где Т0

/={^^То\^ВОгГ\(хНх-1)=Ф 
¥=0}. Но если ^b = xhx~^ (^еГ0, b^B0v, й е Я ) , то, во-первых, элемент 
h определен однозначно (т. е. не зависит от Ь) и лежит в НГ\{х~1Въх) 
и, во-вторых, соответствие ^^h определяет биекцию 1У^->ЯП (x^BvX). 
Поэтому индекс [Г0: IV] = 2п~т[Н : ЯП (x~lBvx) ] =2п~т+\ Мы доказали, 
что [Bv\Di/H]=2-{n-m+i)[B0v\Di/H], и, таким образом, теперь доста­
точно установить, что [BQv\Di//H]=2-rn[B0v\Di]. Д л я этого покажем, 
что каждый класс B0vxH содержит 2т классов B0vy. Пусть B0vxhi = BQvxh2. 
Тогда xh2hi-ix-i^B0vczG(dv()()v), так что h.hr'^G ®v (j)r), откуда А4 = А2, 
что и означает требуемое. Здесь мы воспользовались тем фактом, что 
H{]G(dv(%) = (e), так как g-'HgczTig^G@v) и rflG©, (fc,) = (e). Лемма 
4 доказана. 
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Из леммы 4 вытекает, что для доказательства предложения 7 доста­
точно установить равенство [B0v\Di]=ai(qv—1) с целым аг для любого 
/ = 0 , 1, . . . , т. Пусть Я ь Я2, . . ., Ht — все подгруппы в Я индекса 2\ 
Положим Di

i={g^Gev |#П(£ -1Я«£) =#,-}. Тогда, очевидно, [В 0 ДД]= 
t 

=* ^ [^o»\A j] и поэтому достаточно показать, что каждое [B0t>\Aj] 
/ = i 

имеет вид ai{qv—1). Другими словами, достаточно доказать следующее: 
если Я7 —подгруппа группы Я и D(H') = {g^G&v \НГ)^~1В^) =Н'}Х 
то B0v\D(Я')] делится на qv—L Обозначим Л(Я7) = {g<=G($v \H'cz 
czg^Bvg}, и пусть W (Н')—множество подгрупп группы Я, строго со­
держащих Я'. Тогда 

[B0V\D(H')] = [ВоЛЯ(Я')] - [B0v\ U б(Я")]. 

Воспользуемся теперь следующей общеизвестной комбинаторной лем­
мой. 

ЛЕММА 5. Пусть Аи . . . , Ат — конечные множества. Тогда 
m 

Их и ••• U Ат\ = Ĵ ( - l)'+1 2 И». П • • • П 4,]. 

Так как Л^Я/ОП^КЯ/') = D(Hl"H2"), то из леммы 5 вытекает су­
ществование таких целых &Н", что 

[5о«\ U 5(Я")]= S ^[ВоЛ5(Я , /)]. 

Поэтому, окончательно, нужно доказать 
П р е д л о ж е н и е 8. Пусть Я'с=Я. Тогда [В0^\Л(Я /)] делится на 

qv— 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы знаем (см. формулировку предложе­

ния 7), что для некоторого go^G0v g0-lH/g0 = T/= {^, . . . , т Л ^ Г -
ЛЕММА 6. D ( # ' ) = U В0^(ГГ, т ) ^ - 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x<=D{Hf), т. е. H'<zzx-^Bvx, что эквива­
лентно Г,,=Л:Й'ОГ/Й-О"1А:"'1С:В<;. Так как Г"— 2-группа, а Г0 — силовская 
2-подгруппа проконечной группы Bv, то для некоторого b^B0v Т'"= 
= bxg0T/g0-lx-ib-i = bT//b-iczT.0 (см. [11]). Пусть Г " = { ? 1 , . . . , fd}, при­
чем элементы занумерованы таким образом, что bxg0^i

/g0~lx~ib-i = ̂ i, i = 
= 1, . . . , rf. Но тогда bxg 0 ^l / ( r / , ч)@0 для ч=(Ть .. ., Т<0 и * е 
^B0vV(T\ 4)®v So~\ так что для доказательства леммы осталось устано­
вить, что Г""с:Г, однако это непосредственно вытекает из пункта (ii) 
предложения 3. Отметим также, что если D{H')—0, то и объединение 
в правой части пусто. Лемма 6 доказана. 

Продолжая доказательство предложения 8, заметим, что из леммы 6 
и условия (2) следует, что 

[B0V\D(H')] = S lBov\B0vV(T',y)@v]. 

7* 
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Далее, если [ у = (уг, . . . , yd), Г = {у1у ... , yd} и gy e V(Г, уЦ, то 
К(Г, 7K=C(f)0ogrY, ;где С (Г) —централизатор Г в G. Поэтому 

[B0V\D(H')]= S [С(Г)в и :С(Г)в оПВо,], 

где Ф ^ = { у & Р | У ( Г , у)@1)Ф0}\ покажем, что [С (Г)^ : С (Т)0о П А>«] 
делится на </0—1. Действительно, последний индекс делится на 
1С ( I X :С (T)6v (»<,)]. Так как Г с Г, то С (Г) ZD Г, где Т — одномерный 
тор S02(W)±_(e)±_ . .. J_ И, ^ натянуто на и ь и2 (или, что то же самое, 
на е1уе2). Поэтому [C^)@v: C(T)@v()v)] делится на \Tev:T@v(vv)]. Нако­
нец, Т разложим над Kv (так как / ь — /2 е f/J), откуда [Т^ : 7\ДрУ)] = 
= ^ 0 — 1 . Предложения 7, 8 доказаны, а это и завершает доказательство 
теоремы 1 для G = On(f). 

§ 4. Доказательство теоремы 1. Общий случай 

Пусть G — связная /(-определенная алгебраическая группа степени 
п с компактной группой G^ и положительно определенная квадратичная 
форма / выбрана в соответствии с предложением 1 таким образом, что 
GcnSOn(f). Так как случай G = SOn(f) был разобран в § 3, то для за­
вершения доказательства теоремы 1 осталось исследовать случай вф 
=7^SOn(/). Здесь ключевую роль играет 

П р е д л о ж е н и е 9. Пусть G — собственная связная К-определен-
ная подгруппа группы SOn(f). Тогда существует такой ортогональный 
относительно f базис е = (еи . . . , еп) пространства Кп, что пересечение 
ОПГ(е) лежит в центре Z(G) группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Будем вначале предполагать, что группа 
SOn(f) проективно проста, т. е. пФ2, 4. Пусть е°= (еД . . . , еп°) —неко­
торый ортогональный базис пространства Кп и Г0 = Г(е°). Для произ­
вольного g^SOn(f)K обозначим через g(e°) базис (g(ei°), . . . , g(en

0))-
Тогда T(g(e°))=gT0g~i

y так что для доказательства предложения до­
статочно доказать следующее: существует g^SOn(f)K со свойством 
GDigTog'*) aZ (G). Предположим противное. Тогда для любого g e 
<=SOn(f)K найдется нецентральный x(g) =g4(g)g-i<=G, у (g) ^Г 0 . За­
фиксируем некоторый максимальный тор TczG. Ввиду полупростоты x(g) 
и теоремы сопряженности для максимальных торов (см. [2]), существу­
ет такой h(g)eEG, что h(g)x(g)ft(g)"1 = h(g)gy(g)g-ih(g)~i^T. Пусть 
r0={ifi, . . . , ^2п}, tu . . . , ts — все нецентральные элементы второго по­
рядка в Г и I={(iy /) {Rgi^SOnif) giflig7l = tj}- Е с л и в э т и х обозначе­
ниях y(g)=4t, h(g)x{g)h(g)-i = tji то tj=h(g)ggjltjgijg-ih(g)-\ так 
что h(g)ggj*принадлежит централизатору C(tj) = C80n(n(tf). Ввиду про­
извольности g, отсюда следует, что SOn(f)Kcz (J GC{tj)g^. Переходя 

(А/)е/ 
к замыканию в топологии Зарисского, получим SOn(f) = \J GC(tA gu, 

(*\/)e=/ 
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или, учитывая связность SOn(f), SOn(f) =GC(tJQ)gkk, т. е. SOn(f) = 
= GC(tJQ). Из последнего равенства вытекает, что класс сопряжен­
ности 

{g'^ioSh^so^f) (Z{g Hijg^G-dG. 

Поэтому нормальный делитель группы SOn(f), порожденный tJof содер­
жится в G. Но поскольку Оф80п(1), то из проективной простоты 
SOn(f) (см., например, [1]) вытекает, что tJ0^Z(SOn(f)), и тем более 
tk^Z(G). Полученное противоречие и доказывает требуемое. 

Нам осталось разобрать случаи п=2, 4. Если п = 2 , то SOn(f) —од­
номерный тор, так что G = (е), и доказывать нечего. Пусть теперь тг=4. 
Тогда известно (см. [Г]), что H=SOn(f) = # 4 # 2 — почти прямое произ­
ведение двух своих нормальных делителей, изоморфных SL2. Рассуждая, 
как и выше, получим, что если утверждение предложения не выполня­
ется, то G содержит нецентральный нормальный делитель группы Н. 
Поэтому либо # ь либо Но содержится в G. Пусть для определенности 
H^czG. Рассмотрим фактор-морфизм я : H^H/Hi = F; группа F изоморф­
на PSL2. Если допустить, что для всякого h^HK найдется x(h)^ 
еСГК^Го/г-1) такой, что x(h)f£Z(G), то для любого g^n(HK) сущест­
вует y(g)eEn(G)r\(gn(T0)g-i), y{g)¥-e. Действительно, если x{h)<=Hu 

то при изоморфизме Hic^.SL2 он перейдет в матрицу ( I , так 

что x ( / i )^Z(# i ) , а поэтому и Z(G). Таким образом, можно положить 
y(g)=x(n~i(g)). Группа n(G) связна, так что вышеприведенное рас­
суждение с использованием плотности п(Нк) в F показывает, что 
n(G)<\F. Так как группа F проста, a n{G)^(e), то n{G)=F, откуда 
G = SOn(f) —противоречие. Предложение 9 полностью доказано. 

З а м е ч а н и е . На самом деле в предложении 9 доказывается даже 
существование такого g^SOn(f)Ky что Gn(g,r0g"~1)czZ(5On(f)). 

Зафиксируем ортогональный базис е = (еь ..., еп) со свойством, ука­
занным в предложении 9, и пусть в этом базисе f=f±Xi2+ . . .[+fnxn

z. 
Для произвольного нормирования v^Vf такого, что KczKv, выберем 
простой элемент nv^O со свойством nv^Uw для тфи, и для целого d>0 
обозначим через L(v>d) £?-решетку с базисом еи nv

de2, . . . , я/ ( п _ 1 )еп . 
П р е д л о ж е н и е 10. Существуют такие иеV и d>0, что для некото-

s Av,d) 
рого разложения GA = (J бд(оо) zfiK все группы 

/ = 1 

Go = гуЧ/^оо) zj [)GK 

содержатся в Z(G). При этом для почти всех v (zj)v = e. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим L = 0el±. . . . ±0еп, и пусть GA = 

= U GA(O6)ZJGK— такое разложение, что для некоторого конечного подмно-
жества SczVf (zj)v = e при v^Vf\S. Выберем, исходя из теоремы плот-
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ности Чеботарева, такое v<=Vf\S, что KczKv и fu . . . , fn<=Uv. Далее, 
ввиду компактности GTO, все группы GQ^Z^GA^ZJOGK конечны; положим 

Ф = ( и С (
в

, , ) \ г ( б ) , D={g-i<pg\gez(fcv, Ф е Ф } . 

В силу конечности Ф и компактности G®°v, множество D компактно. 
Так как 

L(v,d) i(v,d) 

G&
v
v =ОПО„(/)0°„ , 

а из предложения 2 вытекает, что 
со jiv,d) 

П 0„(/у =Г(е), 
й?=1 ° 

Т О 

со r(v,d) 

П Ge; CZ((3); 
в частности, 

со L(v,d) 

П (G ° П ^ ) = 0 . 
Из компактности D тогда выводим, что для некоторого d0 пересечение 

d0 L(v,d) 

П (G/ ПЯ)=0 , 

а так как 
/7 и г~ G v 

L(M) 

при di^dzy то для d=dQ 

т. е. для любого g ^ G ^ 
L ( M ) 

Покажем, что решетка L{v'd)—искомая. 
Как и при доказательстве предложения 6, заключаем, что в качестве 

представителей классов GA(OO) \GA/GK могут быть выбраны адели z (a, / ) , 
а е G@v

v с локальными компонентами 

z(a, /)„, = (*/)«,, Q ^ G S , 
[a, w = v. 

Поэтому достаточно показать, что любая группа 

(№n = z(a,j)-1G&?z(a,i)riGK 
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содержится в Z(G). Пусть X E G ^ и x<=Z(G). Тогда x^G@\ так что 
* ^ Ф . С другой стороны, переходя к проекциям на и-компоненту, по­
лучим 

х(=а Ю" а, 

что противоречит нашим построениям. Предложение 10 доказано. 
Теперь уже легко завершить доказательство теоремы 1. Действитель­

но, принимая во внимание предложение 10, можно с самого начала пред­
полагать, что базис еи . . . , еп выбран таким образом, что для некоторо­
го разложения GA = \JGA(OO)ZJGK все группы G{1]= 27ЧЙ(оо)2/ПФесодер-
жатся в Z(G), причем для v^Vf\S (Zj)v=e, где SczV/— конечное 
подмножество. Зафиксируем некоторый максимальный /(-определенный 
тор TczG с полем разложения R и обозначим через Р расширение К, по­
рожденное К, R и примитивным корнем рГ1 степени ri = 2nmr из единицы, 
где/n = H. O.K. ([G^], . . . , [G|}]). Выберем такое нормирование у е 
E K / \ S , ЧТО Ра К*, причем г4, /4, . . . , fn^Uv и существует гладкая редук­
ция Г ы тора Г по модулю У (см. [3]). Пусть nv^O— такой простой эле­
мент, что nv^Uv при w=£v, и L(r) —решетка с базисом еи nve2, . . . 
. . . , п<о{п~1)еп. Покажем, что число классов cl (GL(r)) делится на г. 

Имеем G@r
w™ = G<C ПРИ w=^v и G% " = S " = G П (г(е)вои) ь(см. пред­

ложение 2), так что GA[£)) С СЛ(ЭО). Обозначим через с}- (v) число классов 
GA$>)XGK, на которые распадается класс GA(OO)ZJGK. Как и в лемме 3, убе-

ждаемся, что c\(GL{r)) = ^ cj(v)> причем Cj(v)= [BV\G0V
V/G{Q]) а так как 

/ = i 

0 0 ^ 2 ( 0 ) , то c/(fl) = [GQV
V : G^Bv]. Таким образом, достаточно показать, 

что все числа c,(v) делятся на г. Но 

[Gel : GG Bv] = L„ лС/)р, Kl''G^^ 

при этом, очевидно, знаменатель [делит 2пт. Поэтому достаточно пока­
зать, что числитель делится на 2птг. С другой стороны, [G®v

v: G@v
v fl Bov] 

делится на [Ge
v
v : G@v

v(р„)], а значит, и на [71©" : T@v
v(%)}. Последний ин­

декс, однако, совпадает с числом точек [7^] редукции T(v) над полем 
вычетов kv, и так как Т разложим, тэ [Г^] = (qv— 1) 1ГпГ, где qv= [kv]. 
Осталось заметить, что pr^Kv, v(ri) = l9 так что qv—1 делится на г^ = 
= 2nmr. 

Теорема 1 полностью доказана. 
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