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СЕРИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Том44, №2, 1980 

УДК 513.6 

В. П. ПЛАТОНОВ, А. А. БОНДАРЕНКО, А. С. РАПИНЧУК 

ЧИСЛА И ГРУППЫ КЛАССОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП. II 

§ 1. Введение и формулировка основных результатов 

Настоящая работа является непосредственным продолжением рабо
ты (1). Мы сохраняем здесь основные понятия и обозначения из (4). 
Напомним, в частности, что для произвольной /(-реализации ф: G-> 
—>~GLr(Q) линейной алгебраической группы G, определенной над полем 
К алгебраических чисел, через q(G)A, <p{G)A(00), q(G)K обозначаются 
соответственно группы аделей, целых и главных аделей группы <p(G). 
Число двойных классов xp{G)A(00)xq)(G)K в разложении группы y{G)Ano 
подгруппам y(G)A(00) и y(G)K всегда конечно, обозначается через 
cl(cp(G)) и называется числом классов алгебраической группы <p(G). 
Всякая /(-реализация ф группы G задается некоторой решеткой L((p)cz 
czKr и вместо ф(G) мы будем часто писать GL(q)). Отметим, что cl (ф (G)) = 
= cl(GL(<p)) является числом классов в роде решетки L(q>) относительно 
группы G. В работе (*) содержатся все наиболее существенные резуль
таты о вычислении с1(ф(С)), среди которых центральное место занима
ет вычисление числа классов для полупростых групп. Полупростая груп
па G называется неопределенной или некомпактного типа, если архиме
дова часть G^ группы аделей некомпактна для каждого простого сомно
жителя G1 группы G. Решающую роль при вычислении с1(ф(С)) играет 
тот факт, что y)(G)Moo)q)(G)к является подгруппой, содержащей комму
тант группы ф(С)А, и cl(<p(G)) представляет порядок абелевой группы 
<p(G)A/y)(G)Moo)y(G)K = $?cl(4)(G)), названной в (') группой классов 
алгебраической группы ф(С). Пусть т — порядок ядра F универсального 
накрытия n:&-+G. Тогда для неопределенной группы G с1(ф(С)) явля
ется делителем числа md, d^O. В (*) показано, что всякое число md реа
лизуется в качестве c l^ d (G)) для подходящей реализации q>d и постав
лен вопрос о реализации в качестве числа классов любого числа вида 
Pi '"Ps ' г д е Р*> • • • » P s — в с е различные простые делители т. Там же 
сформулирован и более, тонкий вопрос: пусть / — показатель ядра F на
крытия я; всякая ли конечная абелева группа экспоненты / реализуется 
в качестве ^с1(ф(0))? Для циклической группы F положительный ответ 
на эти вопросы получен в (1). Здесь мы получаем следующий оконча
тельный результат. 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть G — неопределенная полупростая группа, f — 
показатель ядра F универсального накрытия я : G-+G. Для любой ко
нечной абелевой группы В экспоненты f существует такая К-реализация 
фв группы G, что группа классов $c\(q)B(G))~B. В частности, эффек
тивно определяется такое п, что G является линейной группой степени 
п и для любого числа вида р®1 ---p^s , где ри . . . , ps — все различные 
простые делители порядка [F], существует такая решетка M(ial9 ..* 
. . . , as) CZA , что ci (Q ) = p^ _ t ps # 

Заметим, что в случае циклической фундаментальной группы F все 
возможные числа классов для группы G степени I реализуются уже на 
решетках MczK21. Вопрос о возможности реализации на решетках сте
пени / для любой неопределенной группы остается пока открытым, хотя 
важный факт о существовании одноклассных решеток любой размер
ности доказан в (*) (теорема 2). Разработанные в (4) и в § 3 настоящей 
статьи методы могут быть применены для решения некоторых классиче
ских задач о вычислении числа классов в роде решеток на пространствах 
с заданным действием алгебраической группы. Мы решаем в § 3 в каче
стве примера задачу о вычислении числа классов в роде решеток полной 
матричной алгебры относительно сопряженности. 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть п = p^pj2 • • • pjr — каноническое разложе
ние числа п. Тогда для любой полной решетки L (Z Мп (К) число с (LX клас
сов в роде имеет вид р^р®2 • • • pfr, и обратно, для любого числа р\^р\2 • • • 
• • • /А существует такая решетка L ф19 (32, . . . , рг), что с (L (рх, |32, . . . 

. ' - . . Рг)) = / З Д '"РгГ. 
Выше уже отмечалось, что успех в вычислении с1(ф((3)) для неопре

деленных полупростых групп G решающим образом зависит от интер
претации числа классов как группового индекса [ф(б)А : q>(G)A(QO)q)(G)K]r 
Оказывается, наличие групповой структуры в классе <p(G)A(00)<p(G)K 
накладывает жесткие ограничения на число классов: с1(ф(б)) должно 
быть делителем [F]d. Для формулировки точного результата напомним,, 
что ЧГ

А= Л" фя0, где г|)я0 : GKv-^Hi(Kv, F) — кограиичный мюрфизм. 
v<=V 

ТЕОРЕМА 2. Пусть ф — такая реализация полупростой К-определен-
ной группы G, что главный класс q)(G)A(00)q)(G) K является подгруппой 
группы <p(G)A. Тогда число классов cl(<p(G)) может быть вычислено по 
формуле 

clMG))=;[4M-<p(G)A) : ^ А ( Ф ( С ) А ( О О ) Ф ( 0 ) Х ) ] ; 

в частности, cl(<p(G)) является делителем числа вида [F]d, d^O. 
Для полупростых групп G, не являющихся неопределенными, пробле

ма вычисления cl(<p(G)) представляется малореальной. В (*) приведен 
ряд примеров, из которых следует, что с1(ф(0)) в этом случае может 
принимать весьма разнообразные значения, никак не связанные с по-
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рядком фундаментальной группы F. На самом деле справедливо сле
дующее общее утверждение, которое мы доказываем в § 5. 

Полупростые группы G, не являющиеся неопределенными, будем на
зывать группами компактного типа. Это вполне естественно, так как 
компактность типа G эквивалентна существованию простой компоненты 
G1 группы G с компактной архимедовой частью G^. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть G — полупростая алгебраическая группа ком
пактного типа и степени п. Тогда для любого натурального г существует 
такая решетка M(r)czK2n, что cl(GM(r)) делится на г. 

З а м е ч а н и е . В действительности теорема 3 верна и в более общей 
ситуации групп G квазикомпактного типа. Так мы называем алгебраиче
ские группы G, обладающие почти прямым сомножителем, который яв
ляется либо группой компактного типа, либо тором. Доказательство при 
этом усложняется незначительно. Для торов этот результат фактически 
содержится в (1), так как мы модифицируем доказательство предложе
ния 9. 

Из теорем 2, 3 непосредственно вытекают следующие довольно не
ожиданные утверждения. 

С л е д с т в и е 1. Если G — полупростая группа компактного типа, то 
существует бесконечное множество таких ее К-реализаций ф, что класс 
<p(G)A(00)q)(G)jK: не является подгруппой в <p(G)A. 

С л е д с т в и е 2. Для полупростой группы G главный класс 
9(G)A(OO)(P(G)К является подгруппой группы cp(G)A для всех К-реализа-
ций ф тогда и только тогда, если группа G некомпактного типа, и только 
для таких полупростых групп число cl(<p(G)) является делителем [F]d, 
d^O, для всех ф. 

§ 2. Конструкция решеток 

Пусть G — полупростая /(-определенная алгебраическая группа. Тог
да G может быть включена в последовательность & Д G -> G, где G, G— 
соответственно односвязная и присоединенная группы того же типа, что 
и G, я, р — /(-определенные изогении (см. (4)). Обозначим через ф0: G-> 
->GLZ(Q) (/=dimG) точное /(-представление группы G, получаемое из 
присоединенного действия группы G иа своей алгебре Ли д, и пусть 
Ф : G-^GL2i(Q) — представление, определяемое формулой 

~Фо(£) О ' 
О Ег_ ф : £ - tee=G), (1) 

где Ei—единичная матрица степени /. Зафиксируем некоторый макси
мальный /(-определенный тор TczG с полем разложения Р. 

г 
Группа & над полем Р разлагается в прямое произведение G= Tj G% 

Р-определенных простых компонент G{. Пусть 0̂  обозначает канониче
скую проекцию <3-н?г. Тогда максимальный тор Т и центр Z = Z(G) 
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группы G соответственно разлагаются в прямые произведения 

T = T]Tl9 Z={]Z(Gt)9 

где Ti = Qi(T), Z(Gt) = Qi(Z). Если Gt- не является группой типа D2ru то* 
Z (Gi) — циклическая группа. Для Gtc^Dm центр Z(Gi) = F^xF^, где F{? >, 
F2

l) — циклические группы второго порядка. Из интерпретации Gt как спинор-
ной группы Spin (/) подходящей квадратичной формы максимального индекса 
над Р следует, что F^ можно считать включенной в одномерный Р-разло-
жимый подтор HidTi. Пусть Нь — прямое дополнение тора Ht в Ти опре
деленное над полем Р. Обозначим через tt- каноническую проекцию Т-->н1. 
Пусть t — число простых компонент типа D2n в разложении группы G. Опре
делим систему Q = (ooi), i= 1, . . . , / * + t, морфизмов CDJ: Т -> Tt следующим 
образом: для 1 ^ / ^ r cot- = в4- |г, для г -{• I ^.i ^zr + t cot- = Tt-. 

Напомним, что для всякого расширения R^K через ^R : GR-^H^R, Z) 
обозначается кограничный морфизм, соответствующий точной последо
вательности l~->Z->-(7 ^ G-+1. Пусть Zi = (ui(Z). Каждый морфизм со, 
индуцирует гомоморфизм (со*)/со: №-(!(? !KV, Z) -> /Z1 (/CSp//Cn, Z*) групп одно
мерных неразветвленных когомологий. 

П р е д л о ж е н и е 1. Существует такое конечное множество нормиро
ваний S' CZ V(f), что для всех нормирований v e Vtf\\S' с условием Р с Я"»-

найдется решетка Mf
vczK2

v
l, 1 ^ / ^ г + t, для которой г|)ку (Go^) =-

= Кег (соу)^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать фиксированной решетку М в 

алгебре Ли дк, определяющую присоединенную реализацию группы G; 
Gi= (яор) (Gi), Т= (пор) (Т). Для почти всех нормирований v с условием 
PcKv 

со:={\(Щ%, 

а из предложения 3 в (') следует, что для почти всех v 

^KU(0OV
V) = & (КУ/Kv, Z), 

^Z((Gi)ov
v) = H1(Kf/Kv,Z(Gi)). 

Тем самым определяется множество S' как множество всех тех норми
рований, для которых приведенные выше равенства нарушаются. 

Если coj индуцируется 0i? т. е. 1 ^ / ^ г , то достаточно построить такую-
решетку М , что 
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% , ( ° Й ) = П HHlClKv, Z(Gt)). 

Пусть /* = dim Ct; тогда решетка Mv = />J Ми (0, где решетка Му (/) С Я / 
t 

и определяет присоединенную /Си-реализацию группы Gt. Из предложения 2" 
в (х) следует существование такой решетки Nj С К и7, что (Gj)o'0 = (G/)o0° (tV)>* 
т. е. совпадает с главной конгруэнц-подгруппой уровня $v. Тогда решетка 

где M/(t)=Mv(t)(BL(t)v, L(t)czKlt — произвольная полная решетка с: 
тривиальным действием (7, обладает требуемым свойством, ибо 

\KV {{Gi)ov ) = 
i 1, i = j . 

Для (j)j = Xj рассуждение аналогично. Предложение 1 доказано. 
В заключение этого параграфа приведем для удобства ссылок одно 

непосредственное следствие предложения 4 работы (1). 
ЛЕММА 1. Для всякого I / G ^ J существует такая решетка NvczKvr. 

что ^KV(GO°) = H1(KV,F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В (х) установлено существование решетки NvdKv* 
N ~ 

для стабилизатора Bv = Gov
v которой выполняется равенство Gv = Bv7tv(Gv)r 

Тогда ^Kv(Bv) = ^Kv(Gv) = H1(Kv,F)9 поскольку Н1 (Kv, G) = 1 (см. (7)К 
Лемма 1 доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 1 

В этом параграфе будет доказана 
ТЕОРЕМА 1. Пусть G — неопределенная полупростая группа, f — 

показатель ядра F универсального накрытия п : G-^G. Для любой конеч
ной абелевой группы В экспоненты f существует такая К-реализация ц>в 
группы G, что группа классов $?cl(tpB(G))c^B. В частности, эффективно 
определяется такое п, что G является линейной группой степени п и для 
любого числа вида р"1 р"2 '"P^s, где ри р2у . . . , ps—все различные про
стые делители порядка [F], существует такая решетка М(аи сс2, . . . , as) cz 

аКп,что cl(G s) = Pi1p? ••• ps*. 
Доказательство теоремы 1 начнем с леммы. 
ЛЕММА 2. Существует такое конечное подмножество UczV(f), что 

для vu v2j . . . , v££U естественный гомоморфизм / :#*(/(, F)-+ 
d 

->•]"! Hl (Kvt> F) сюръективен. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью стандартной процедуры (см., на
пример, (6)) группа F может быть включена в точную последователь
ность 

1 - .F v T ^ ^ - M , (1) 

где Ti (£=1, 2) —/(-торы, причем тор 7\ квазиразложим. Последователь
ность (*) индуцирует следующую коммутативную диаграмму с точными 
строками: 

«i l a2\ аА а41 
d rf rf d 

TT T1V[Z* T]Tt0[ Лцн1 (К0., F)^J] H4Kvt, 7\) 
i=i i'=i t = i i = i 

Пусть /? —общее поле разложения торов Ti и Т2 и £/— множество всех 
неархимедовых нормирований поля /(, разветвленных в i?. Если теперь 
Vu У2, . . . , vd§EU, то все расширения RKvJKvc являются циклическими, 
так что по теореме Серра а2 есть плотное вложение. Отсюда следует, 
что 

d d 
J] T2V. = a2 (T2K) If jtt,t. (Tlt,.), 
t = i i = i 

d 

в силу чего а3 индуцирует сюръекцию а(Т2К) на S ( J] T2v{) • Теперь оста^ 
i = i 

ется заметить, что отображения о и 2 на самом деле сюръективны, так 
как по теореме 90 Гильберта Я1 (Л 7\) = 1 для любого расширения Р 
поля /(. Лемма 2 доказана. 

Пусть ц) :G~^GL2i(Q)—точное /(-определенное представление при
соединенной группы G, определяемое формулой (1) § 2, JLL : G^GLm(Q) — 
некоторая /(^реализация G. Обозначим тогда через ср представление 
|ыФ(фор) группы G степени я = т +2/ и зафиксируем некоторую решетку 
Lcz/(n. Пусть также Р — композит поля разложения некоторого макси
мального тора TaGf и поля K(Z), получаемого расширением К посред
ством элементов центра Z группы G. Выберем, исходя из теоремы плот
ности Чеботарева (см. (7), стр. 254), такие нормирования vu v2, . . . , vd^ 
е У ( / ) \ [ / , что Рс=/С-.и 

г|?к- (G0J) - Я1 (К-р /ТС-., F) для всех / = 1, 2, . . . , d. 

(Напомним, что ^KV (GO°) = Я1 (KvP/Kv, F) для почти всех v e V{f) (см. (1)).) 
Число d здесь определяется количеством сомножителей в разложении 

d 
В = J] Bj заданной конечной абелевой группы В экспоненты f в прямое 
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произведение своих примарных циклических подгрупп. Поскольку гомомор
физм 

t: НЦК, F ) - n № ( i V F)X П Я 1 ( ^ F> 

сюръективен, группа G обладает свойством слабой аппроксимации от
носительно множества {viy v2i . . . , vd}. Действительно, из (2) следует, 
что односвязная группа G всегда обладает свойством слабой аппрокси
мации. А тогда рассуждения типа леммы о пяти гомоморфизмах (см. 
(10)) с использованием справедливости принципа Хассе для всех одно-
связных групп, не содержащих множителей типа £8, показывают, что 
достаточным условием слабой аппроксимации для G относительно мно
жества S^Voo является сюръективность канонического гомоморфизма 
ts : Я1 (/С, F)-±- [J Н1(Кп, F), где F— фундаментальная группа группы G. 

Исходя из выбора нормирований Vj и принимая во внимание конеч
ность всех групп IP (Kp, F) (см. (б))) теперь нетрудно доказать существова-

L-
X); 

ние такой конечнопорожденной подгруппы Г0 CZ G#, что Г0 с Go- для всех 
vf 

d 
/ = 1 , 2 , . . . , d и инд? дированное отображение £ : ^ (Г0)-> [J H1 {K^JK-.> F) 
сюръективно. 

Установим, далее, существование конечного подмножества Scz 
^^(/jXl^i» ^2, ».., r j и решетки MczKn, для которых выполнены следу
ющие условия: 

(i) Г0 с Gois) (О (S) — кольцо S-целых элементов поля ТС); 
м 

(ii) ^KV(G0
V

V) =/Р(/Св , F) для о б 5 и 

**, (G& = № (Я?/**, f) Для о е ^ ( / ) \ S ; 
(iii) c l ( G M ) - l . 
Ясно, что существует такое конечное подмножество Si.cz ^(/)\{^i» 

v2> ••• >vd], что rocGo(S!)- Далее, так как группа G обладает свойством 
слабой аппроксимации относительно множества {v±, v2, . . . , v*}, то найдется 
конечное подмножество S 2C^(/) \{^i , v2, . . . , Vd) и такая система предста-

г 

вителей {z/}/ei двойных смежных классов в разложении GA = U GAX<X>)ZJGK, 

что и-компонента (z/)„ = 1 для v^S2 и всех / = 1 , 2 , . . . , г. Наконец, 
пусть 

Положим тогда 5 = S!U52[J53 и определим решетку MczKn через ее ло
кализации следующим образом: 

М„ = 1и V^S' (2) 
W„, y e S, 

11 Серия математическая, № 2 

http://Si.cz
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где Nv — решетка из леммы 1. Решетка, удовлетворяющая (2), существует 
(см. (9)). Убедимся теперь, что полученные таким образом S и М удовлет
воряют всем требованиям пунктов (i) — (Hi). Действительно, по построению 
T0C:{Go(S), т. е. TQC:GOV

V ДЛЯ V&S. Но, согласно (2), Lv = Mv при v&S, 
откуда Г0 с G0„ для vefcS, так что Г0 с Gojs)', тем самым (i) доказано. 
Справедливость (И) немедленно вытекает из способа построения решетки М; 
(iii) следует из выбора множества 52 и рассуждений, приведенных при до
казательстве теоремы 2 из (*) об одноклассных решетках. Отметим, что для 
почти всех v решетка Mv является прямой суммой своих проекций Mv, Mv 
на пространства Kv и Kl* соответственно. Поэтому, расширяя 5, можно 
добиться того, чтобы Mv = My 0 Mv при всех v e V(f)\S. 

Пусть Q = (o)i), i = 1, . . . , г -f-1, — система морфизмов cot-: T --> 7\-, по
строенная в § 2. Тогда, поскольку показатель F равен / = ptpl2 • • • Ps\, 
для любого индекса / = 1 , 2 , . . . ; d и соответствующей подгруппы Bj по
рядка [Bj] = p]lJ {ytj ^ Р ^ ) существует такой индекс // е {1, . . . , г + t}> 

что [группа Fij = ®if(F) циклическая порядка, делящегося на pt.'. Действи-

тельно, если pt.J =f=2, то всегда существует проекция со/. = 6/. с требуемым 

свойством. Менее очевиден случай pt ' = 2. Если по-прежнему для неко
торого / 7 -е{1, . . . , г] порядок [0^1 .(F)] четен, причем группа G/. не явля
ется группой типа Dm, то опять морфизм со/. = 6/. — искомый. Таким обра
зом, нам осталось исследовать случай, когда порядок [co/.(F)] четен лишь 
для некоторого / / е {1, . . . , г}, обладающего свойством: группа co/.(F) не-
циклична и, следовательно, компонента G/. имеет тип D^. Но тогда со/. (F), 
в точности совпадает с центром Z(Gi). (Напомним, что в рассматриваемой 
ситуации Z(Gij) есть абелева группа типа (2,2).) Рассмотрим группу T / . (F) . 

Поскольку тор Hi.czTij одномерен, причем пересечение Hi.f) Z(Gi) не
тривиально, группа Z/. = Hi. Г) Z(Gi) является циклической группой второго 
порядка, а поэтому порядок сог+/. (F) = т/. (F) также равен двум. Существо
вание индекса /;- с требуемыми свойствами доказано. 

d 

Произведение ]~[ со/ очевидным образом индуцирует морфизм групп кого-
7=1 -

мологий со : Н1 (Р, F) -> ]~[ Н1 (Р, Ftj). Обозначим через т : Н1 (К, F) -> 
/ = 1 

->Нг(Р, F) отображение ограничения и положим Г = ^^{T0G^), Ф = (ы°ъ) 
(Г). 

е д л о ж е н и е 2. Для всякого конечного подмножества ScuV^y 
существуют нормирования vu v2y . . . , vd(=VU)\S и нормирования wu. 
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ш2, . . . , wd поля Р, обладающие свойствами: 
(i) Wf | Vj и Pw. = Kv для всех j = 1, 2, . . . , d\ 

(H) ym<z'T\№(P$/PwrF4)\ 

d _ 

(ш) п H1 (рЦ /Pwr FtfVy-m ̂  в. 
d _ d __ 

Здесь у : T~[ H1 (Р, Fif) -> J ] H1 (PWj, Ftj) есть произведение соответ-

ствующих отображений ограничения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Расширяя при необходимости 5, можно считать 

(и) выполненным для всех wl9 w2, . . . , wdi лежащих над vv v2> . . . , vd e 
e К(/)\5. Для каждого / = 1, 2, . . . , d выберем такую циклическую под
группу F/. группы F, что отображение со/.: Р/.->Р/. сюръективно, послед
нее возможно ввиду [цикличности Р/.. Обозначим через Х / е Г такой эле
мент, что *'(>;/) = (1, . . - . , # / , . . . , 1), где yf — образующая группы 
Я1 (Р|р / Р - , Р/у) (напомним, что для до,-1 U/ имеем Р - = /С-., так что отобра-

d 

жение Г : Г->ТТ ^(F^JP^.J F) сюръективно по построению). Заметим, что 
/ = i 

так как F ci Gp- , то гомоморфизм 

«/ = ^ (Р^./Р-., F/.) ->№ (Р^^/Р-., Flf) 

сюръективен, поэтому а/(г/у) порождает всю группу ^ ( Р ^ / Р - . , Рь) и, сле

довательно, имеет порядок /Пу=[Р/.]. 
Представим Г в виде Г = Гу 0 (ху), где Гу = Ker i)y f) Г, r]y = prf о у © со о т, 

(ху) — циклическая подгруппа, порожденная Ху, и пусть R}- — поле разло
жения подгруппы Гу, т. е. минимальное расширение Галуа поля Р, для 
которого образ Гу в ^(Rj, Р/.) тривиален. Пусть также Pf — поле разло
жения подгруппы (ау(т(ху))), где а}: #*(Р, Р ) -^ /Р(Р , Р/у.)—естественное 
отображение. Ясно, что RjCLK-. И PjK-. является неразветвленным расши
рением поля K-v. степени mj для всех / = 1, 2, . . . , d. Обозначим через Kj 
минимальное расширение Галуа поля /С, содержащее композит PjR/, и пусть 
элемент а, е Gal (/С/1 К) индуцирует автоморфизм Фробениуса Fr (P//C-.//Cg.). 
Тогда по теореме плотности Чеботарева (см. (7)) существует нормирование 
vj e V(f)\S такое, что Fr (KjKf.\K-) = сг^л/, где яу = [By]; отметим, что по 
построению число mj\nj — целое. 

Без ограничения общности можно считать, что все получаемые таким 
образом нормирования vu v2, . . . , vd различны. Пусть wu w2, . . . , wd— 

И* 
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их некоторые продолжения на Р. Покажем, что они удовлетворяют всем 
требованиям предложения. 

Свойство (i) заведомо выполнено, ибо оу действует тривиально на Р. 
d .__ 

Далее, у (Ф) = [ ] С/, где С/ — подгруппа Н1 (Р£* /PWp Fif) порядка rtij \ щ. 
/ = i 

Действительно, Г может быть представлена в виде Г = Г' ф Г", где 
d 

Г' = f) Г/, Г" порождена элементами^, х2, . . . , Xd. Тогда у ((со от) (Г"))=1, 
7 = 1 

так как RjCZKv для всех / = 1, 2, . . . , d. Поэтому 

т(Ф) = т((©^)П)==П<а/<х/)>» 

поскольку по построению хс <= Г/ при i ^= /. Наконец, порядок ord а/ (я,) в 
группе fPiPffj/Pw., Ft.) равен, очевидно, степени [Р//Ц.: Kvj\ = щ1щ. 

Подводя итоги, мы видим, что 

Предложение 2 доказано. 
Пусть нормирования t;t, и2, . . . , vd выбраны в соответствии с предло

жением 2 для S=S\JS', где S'—исключительное подмножество в пред
ложении 1. Зададим тогда локальные компоненты искомой решетки N 
следующим образом: 

где Sd = {vl9 v2> . . . , u</}, My/(//) = M ^ . © M ^ Mjj —решетка из предло
жения 1. 

Доказательство теоремы 1 завершает 
П р е д л о ж е н и е 3. ^с1(С")~В. 
Доказательство предложения 3 базируется на следующей лемме. 
ЛЕММА 3. Пусть X — такая подгруппа GK, что ' Gff С X С Go(S) • 

Тогда 
' (* Mv.\ i d Nv.\ 

Scl(G*)^t|> П 4 / W Ы(Х)Ц Goj] , 
d d 

где г|) = ГГ ^к^., S: G^^TT Gt,1!— диагональное вложение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 2 подгруппу GA, состоящую 
из аделей a(g"4, g2i .. •, g*d) с локальными компонентами 

ч (1, t;^S<b 
fl gi> £fa &)» = 

lg/> f = Vj e Sd 
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(gj ЕЕ G0J7). Тогда Ĝ (oo) = 2G (̂oo), так что 

& cl (G") = GAlGN
A{O0)GK ~ 2/(2 П G^(oo)GK). 

Для доказательства леьды мы установим, что композиция г|э и естественной 

проекции 2 на \\GoJ индуцирует изоморфизм групп 2/(2 f| GA(OO)GK) И 
/ = I 

(d Mv\ ( d N v \ 
'Ф Tf Goy/ /г|5 б (X) TT Gov{ . Корректность этого отображения нетрудно 

установить, воспользовавшись включением GffciX. Так как сюръективность 
очевидна, то проверим инъективность. Пусть a (gl9 g2, . . . , gd) Е С ^ И обла
дает свойством 

^ Е Х , A / e G o ^ ( / = l , . . . , d ) . 

Поскольку класс G^(oo)GK является подгруппой группы GA, содержащей 
КегЧгл = 1 т П л (см. ( ')), то для доказательства включения a(gu g2, . . . 
. . . , gd)^G%{oo)GK достаточно установить принадлежность главному 
классу аделей g= (gv)v<=v с локальными компонентами 

а _ / 1 , v&Sd9 gv — 
U, VEE:Sd, 

где ^ Е ! НО адель gx~l может быть представлен в виде gx~i = abc} где 
локальные компоненты аделей а, &, с следующие: 

х"\ v&S\JSd l l , i > £ S 

1, i>£S , 

причем элементы $v e Go/ = Go ,̂ Y ^ ^ G © ( u e S ) выбраны таким образом, 
чтобы рол;0 Оуо) = д;""1, что возможно в силу выбора М. Тогда a, fceG^(oo), 
с е Пл (Сл), так что из неопределенности G вытекает включение gx"1 e 
^ GA(OO)GK, откуда H g G G^oojG*. Лемма 3 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 3. Используем лемму 3 для 
случая, когда X есть подгруппа, порожденная Г0 и G^. Тогда 

& cl (О") с* П Я1 (KSJ//C*,, F)//' (Г) П D/, 

где D/ = -фяу. (Gov ). Покажем, что 

D, = Я1 ( / ф / Ц , F) П Ker (uj) 

file:////GoJ
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Действительно, по построению GQJ = {x^ Gov!\p(x) ^Go^j). Поэтому, так 

_ л// 
как %v(Go^)=Ker{(oti) 

4KV. {Go°0{) С Я1 (iq/Kvr F) П Ker (со,) 

Обратное включение следует из того, что уже 

4>к„. ЛЬ = № (KZKvr F) П Кег(щ) , 

где Г0 = я(Г) —максимальный тор в G. 

Из доказанного следует, что произведение JJ <*>/• индуцирует изо-

морфизм 

Sc\(GN) ^ П &(K2>/Kvr ^)/т(Ф), 
и 

последняя же группа по построению изоморфна В. Предложение 3, а 
значит, и теорема 1 доказаны. 

Разработанные в (*) и § 3 настоящей статьи методы вычисления групп 
и чисел классов полупростых неопределенных алгебраических групп по
зволяют решить ряд классических задач о вычислении числа классов в 
роде решеток на пространствах с заданным действием алгебраической 
группы. Мы разберем здесь в качестве примера задачу о вычислении 
числа классов в роде решеток на полной матричной алгебре относитель
но сопряженности. Две решетки Lu L2czMn(K) называются принадлежа
щими одному роду, если их локализации Liv и L2v сопряжены при помо
щи матрицы из GLn(Kv) для всех неархимедовых нормирований v поля 
/С, и одному классу, если они сопряжены при помощи матрицы из 
GLn{K). Из теоремы конечности для числа двойных классов (см. (и)) 
нетрудно получить конечность числа c{L) классов в роде произвольной 
решетки LczMn(K). Требуется получить описание чисел c(L). 

Исчерпывающий ответ на этот вопрос дает 
П р е д л о ж е н и е 4. Пусть п = р\хр1% • • • ру/ — каноническое разло

жение числа п. Тогда для любой решетки L(Z.Mn (К) число с (L) имеет 
вид р\гр\% • • • ру, и обратно, для любого числа р\'р^2 • • • рг

 Г существует 
такая решетка L (рх, р2, . . . , Рг) с Мп (К), что с (L (рь |32, . . . , рг)) = 

= РЫ% - • • Аг-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действие GLn(Q) на W=Mn(Q) посредством 

сопряжения индуцирует точное представление группы G = PSLn(Q) в 
GL(W) =GLn2(Q), причем для любой решетки L<^Mn(K) c(L)=cl(GL) . 
Таким образом, задача вычисления c(L) свелась к подсчету числа клас
сов для проективной группы. В § 4 работы (*) соответствующие вычис-
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лени я были проведены для решеток «а пространстве /С2^2-1*. Анализ 
приведенных там рассуждений показывает, что все вычисления без ка
ких-либо изменений переносятся в нашу ситуацию, если только известна 
конструкция локальных решеток, стабилизатор которых содержится в 
конгруэнц-подгруппе стабилизатора исходной решетки. Поэтому все, что 
еще нужно доказывать, сосредоточено в следующем утверждении. 

ЛЕММА 4. Существует конечное подмножество SczV{f) такое, что 
для v^Vif)\S найдется решетка NvczWv, для которой G^v CHGQV (ft,), 
где L—О-решетка, натянутая на стандартный базис e{j матричной ал
гебры. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим W в виде W=W0@WU где W0 = 
= {a^W\Tv(a) = 0} (Тг(а)—след матрицы a), Wt—подпространство 
скалярных матриц. Нетрудно показать, что квадратичная форма f(x) = 
= Тт(х2) на W является невырожденной. Так как пространства W0 и Wt 
ортогональны относительно f, то ограничение /0 формы / на W0 также 
невырождено. Пусть wu w2, . . . , wm (m = n2—1)—базис пространства 

m 
W0K, в котором форма f0 имеет канонический вид f0= ^ Ф^?, и пусть 

wm+i— ненулевой вектор из WlK. Обозначим через L О-решетку с бази
сом wu w2, . . . , wm+l и возьмем в качестве исключительного подмноже
ства S объединение Si[jS2, где Si={v^Vif) \ Ь»Ф EV},S2= {oeV ( / ) | v (<р<) ф 
ф 1 для хотя бы одного i= 1,2,.. . пг). 

Предположим теперь, что v^V(f)\S. Тогда LV = LV, так что Gov
v=Go0 

и Gov
v {$v) = Go" (Pt>). Покажем, что в качестве искомой решетки Nv можно 

взять Обрешетку с базисом w± + %mwm^ . . . , rttJ-Vwj + я</-т_-£>ш/гт, • .•. 
• •., '^'^wm + tt^-Wm+i, шт+1, где л0 — униформизующий элемент. Пусть 

N 
x^.Gol и х== (хи) в базисе wv w29 . . . , wm+1. Поскольку пространство WV

A 

и форма /0 инвариантны относительно G, матрица х имеет вид 

где х°—ортогональная матрица степени m относительно формы f0. Тогда 
имеем: 

m 

m 

откуда 
x». = я<'-/>а/ ( t = l , 2 , . . . . m), 
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m+l v О-а})-^"!^»! 
1 = 1 

Так как х(Л^) = Л^, то все коэффициенты d. (i = 1, 2, . . ., т + 1) должны 
принадлежать Оу, поэтому я?/ е р„~Л при t > /. Но поскольку матрица ха 

ортогональна, т. е. *х° = ф""1 ( х ^ ф , где ф = diag(91, ф2, . . ., фт)> то х^.е 
G ()|/ч) и при i < / . Действительно, матрица у = дГ1, очевидно, принадлежит 
Goy, поэтому для соответствующей матрицы у0 имеем: y°J^ Р» ~7) п р и £ > / . 

С другой стороны, х?/ = ФГ^Р/*/?/, так что при t < / х?/ = ф^ф/У/; е ^ " ° - Та
ким образом, во всех случаях X ^ G D ^ ' 1 . Тогда а[ = я#~°х?/ e Й(,~1) при 

/л 
t < /. Поэтому сумма ^J jtjf-/>a' принадлежит pV9 откуда для х*. = а/ = 

i = i 

= 1 — / л(^1+1~Ла/1+1 + у^ п{^Ы \ выполняется сравнение х° = 1 (mod р0). 

Лемма 4 доказана. 

г=1 

§ 4. О существовании групповой структуры 
в главном классе 

В предыдущем параграфе нами было получено исчерпывающее опи
сание значений числа с1(ф(С)) при всевозможных /(-реализациях ф для 
произвольной полупростой неопределенной группы G. Решающую роль 
при этом играет тот факт, что класс y(G)A(00)q)(G)K является подгруп
пой, содержащей коммутант группы ф((3)А, и о1(ф(б)) представляет 
порядок абелевой группы 

ф(С) А /ф(С) А ( 0 О ) ф(С) к = ^с1 (ф(0 ) ) , 

которую мы назвали в (*) группой классов. Оказывается, что наличие 
групповой структуры в классе cp(G)A{OQ)<p(G)K накладывает жесткие огра
ничения на число классов: с1(ф(0)) должно быть делителем [F]d. Для 
формулировки точного результата напомним, что ХУА= Т~[ ^>KV, где 

VSEV 

^>KV : 0Кх}-^Нх(Ку, F) —кограничный морфизм. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ф — такая реализация полупростой К-опреде-

ленной группы G, что главный класс <p(G)A{00)<p(G)K является подгруп
пой группы y(G)A. Тогда число классов с1(ф(б)) может быть вычислено 
по формуле 

cl (Ф (G)) = [VA (Ф Ш : ЗД (С)л(оо)Ф (G)*)]; (1) 

в частности, с1(ф(С)) является делителем числа вида [F]d, d^O. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вместо tp(G) будем писать просто G. Анализ 

доказательства предложения 1 из (*) показывает, что формула (1) име-
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ет место всякий раз, когда 
UA^CZGA^GK. (2) 

Таким образом, для доказательства теоремы достаточно установить 
справедливость включения (2) при условии, что главный класс GA(00)GK 
является подгруппой в GA. 

Для v0^V{fh a£G, 0 обозначим через xv°(a) адель с компонентами 

[a, v = v0. 

Тогда (2) эквивалентно тому, что xv(nv($))<=GA(OQ)GK для всякого у е 
^У ( / ) , $^GV. 

Из конечности числа классов легко следует, что индекс [GA : GA{(X)GK] 
конечен. Пусть и — унипотентный элемент в GV9 U — содержащая его 
однопараметрическая подгруппа. Тогда xv(Uv) является полной абеле-
вой группой, поэтому xv(Uv)czGA(00)GK. Если Gv — некомпактная группа, 
то из справедливости для Gv гипотезы Кнезера — Титса (см. (2), (3)) 
следует, что группа nv(Qv) порождается унипотентными элементами в 
Gv. С учетом отмеченного выше факта это доказывает включение 
xv(nv(fi))<=GAioo)GK для любого реб^. 

В общем случае обозначим через S={vu v2, . . . , vr} множество всех 
тех и, для которых группа Gv компактна (это множество конечно) и для 

и 
g = {аи а2, . . . , аг) е ]~[ GVi пусть xs (g) — адель с компонентами 

[ai9 v = Vi e S. 
г 

Мы покажем, что xs(g)(=GA{00)GK при произвольном g^ J] nvi(Gvi)^ 

Известно (2), что G обладает свойством слабой аппроксимации относи-
г 

тельно 5, т. е. GK плотно в произведении JT ̂ г Тогда и пк(&к) плотно 
г 

в J] nvi(Qvi)3 и, учитывая замкнутость GMoo)GK в адельной топологии, 
i=i 

мы видим, что достаточно доказать включение xs(g)^GA(00)GK лишь 
когда g имеет вид g=(n($)y . . . , я(Р)) , $<^&К. НО тогда x8(g)n($)~i 

имеет единичные проекции на Gv для всех U G S , И, согласно первой части 
доказательства, xs(g)n(^)~i^GA{00)GKi поэтому и xs(g)^GA{00)GK. Тео
рема 2 доказана. 

§ 5. Группы компактного типа 
Напомним, что полупростая алгебраическая группа G называется 

группой компактного типа, если для некоторого почти прямого сомножи
теля Gi группы G архимедова часть G^ компактна. Всюду в этом пара
графе, если не оговорено противное, через G обозначается полупростая 
алгебраическая /С-группа степени я, имеющая компактный тип. 
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Как уже отмечалось, проблема вычисления cl((p(G)) представляется 
малореальной, ибо для рассматриваемых групп число классов может 
принимать весьма разнообразные значения, никак априори не связан
ные с бирациональными инвариантами G. На самом деле для групп ком
пактного типа справедлив следующий общий результат. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть G — полупростая алгебраическая группа ком
пактного типа и степени п. Тогда для любого натурального г существует 
такая решетка M(r) czK2n, что cl (GM(r)) делится на г. 

Зафиксируем некоторую решетку Lc=/Cn и там, где это не может при
вести к недоразумениям, группу G^(oo) будем обозначать просто через 
GA(O0). Положим также для всякого O 0 E V ( / ) 

GA(OO) (V0) = П Gv x J] G0v x GoVo (14), 

v^v0 

где GOVQ (Pue) — конгруэнц-подгруппа GOVQ уровня p0o. 
Пусть c(G, vQ) —соответствующее число двойных классов GA(oo)(v0) \ 

\GA\GK. Вместо теоремы 3 нами будет доказан следующий несколько 
более точный результат: для любого натурального числа г существует 
такое v0^Vif)i что c(G, v0) делится на г. Теорема 3 очевидным образом 
вытекает из этого утверждения, если учесть, что в соответствии с пред
ложением 2 работы (*) существует решетка NczK2n, для которой G^(oo) — 
= GA(oo)(v0). 

Доказательство теоремы 3 естественным образом разбивается на 
несколько шагов. Вначале нами будет получена формула, позволяющая 
выразить с (С, v0) через некоторые групповые индексы (лемма 5). За
тем, пользуясь этим результатом, мы докажем теорему 3 для случая, 
когда архимедова часть G^ компактна для всей группы G (лемма 6). 

Приводимые здесь рассуждения очень прозрачны и полностью вскры
вают механизм доказательства теоремы 3 в общем случае. Завершает 
доказательство редукция случая произвольной группы компактного 
типа к уже рассмотренному случаю группы с компактной архимедовой 
частью группы аделей. 

m 
Пусть GA = U GA{OO)^IGK— разложение GA В объединение непересекаю 

щихся двойных смежных классов. Без ограничения общности можно счи
тать, что существует такое конечное подмножество Т czV(f)y что и-компо-
нента (zt)v = 1 для всех v ф Т и всех i = 1, 2,'\ . ., т. Обозначим через 
Gtf пересечение z^G^^i П GK И положим GS°(»4) = GoYlGo^ (»*,). Пусть 
также ci (G, v0) — число двойных смежных классов [по подгруппам GA(OO) (V0 ) 
и GK, на которые распадается класс G^co^/G^. 

ЛЕММА 5. 
т 

c{G,v0) = yici(G,v0), (1) 
1 = 1 
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причем при v0(=VU)\T 

a№JS^L. (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула (1) очевидна, поэтому установим 
справедливость формулы (2). Обозначим через xVQ(a) адель с компо
нентами 

[a, v = v0. 

Тогда, очевидно, имеем: 
GA{oo)ZiGK = U GA(oo) (V0) XV* (a) ztGK. 

Пусть теперь для a, P G GOV соответствующие смежные классы совпадают, т. е. 

. Сл(оо) (v0) x»o (a) ZiGK = GMoo) (V0) Х** ф) ztGK. (3) 

Учитывая перестановочность xv» (а) и Zu из (3) получаем, что xv<> (a) = 
= ал?* (P) 6, где a <= zrWAioo) (v0) zu b e= GK. Далее, так как xv° (a), axv°($)^ 
•^ZJ1GA(CQ)(V0)ZI, TO J e G o l Переходя теперь к проекциям на GOVQ, полу
чим a = avfib, где a 0 | e G o p (J)»,). Легко видеть, что верной обратное: если 
а и р связаны соотношением a = х$у при x^Gov ($Vo),y^Go\ то выпол
няется равенство (3). Принимая теперь во внимание тот факт, что Go0 (Р»0) 
является нормальным делителем в Gov , мы можем заключить, что (3) рав
носильно включению (ГЧх e Gĉ Gô  (J)*,). Таким образом, 

откуда (2) получается путем формальных манипуляций с групповыми 
индексами. Лемма 5 доказана. 

ЛЕММА 6. Пусть G — полупростая алгебраическая группа с ком
пактной архимедовой частью группы аделей. Тогда для всякого нату
рального г существует У 0 Е У ( / ) такое, что все числа Ci(G, v0) (t = 1,-2, . . . 
.... У m) делятся на г. В частности, c(G, v0) делится на г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу компактности Goo все группы Go* конечны; 
обозначим через d наименьшее общее кратное их порядков [G^J, [Go2)], ..• 
. . . , [G^] и положим гг = dr. Очевидно, группа G^ содержит циклическую; 
подгруппу С порядка гг. Тогда из теоремы плотности Чеботарева вытекает, 
что множество 5 = {и е V<f) | CcGoJ бесконечно. Поэтому существует v0 е= 
• е 5 \ Т , для которого ограничение на С отображения редукции по модулю 
рГо инъективно. В этом случае фактор-группа Gov/GoVo{$v0) содержит цикли
ческую подгруппу порядка гъ так что индекс [Gov : Go™ {Vv9)] делится на г1ш 
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Но тогда для любого i = 1,2, . . . , т число 

ct (G, v0) = 

делится на г. Лемма доказана. 
Перейдем теперь к доказательству теоремы 3 для произвольной по

лупростой алгебраической /(-группы G компактного типа. Из определе
ния таких групп вытекает, что G представляется в виде почти прямого 
произведения полупростых групп F и Н, причем архимедова часть Ято 
компактна. Положим S = G/F и обозначим через я : G-^S соответствую
щий фактор-морфизм. Зафиксируем некоторую реализацию группы 5 
таким образом, чтобы UA(GA{00))czSA(00). Пусть si = UA(zi) и S$ = 
= sj1SA{co)sir)SK. Число двойных классов SA{oo)(v0) \SA/SK, на которые 
распадается класс SA(00)SiSK, обозначим через ct(S, v0). Наша цель — 
установить связь между делимостью c{(G, v0) и сг(5, v0) на некоторое 
заданное число. 

ЛЕММА 7. Существует такое натуральное d, что если Ci(S, v0) де
лится на dr, то Ci(G, v0) делится на г для всех i=\, 2, . . . , m и всякого 
v0^Vif)\T, где Т — некоторое конечное множество неархимедовых нор
мирований поля К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Числа c{(G, v0) и Ci(S, v0) могут быть вычис
лены по формуле, аналогичной (2). Преобразуем (2), воспользовавшись 
равенством [А :В] = [х(А) : г (В) ] [Кег т : Кег %Г\В], справедливым для 
любого нормального делителя В (абстрактной) группы А и любого го
моморфизма т группы А в некоторую группу. Тогда получим: 

[я (G0 ) : я (G0 (p ))] 
a (G, v0) = Ci (F, v0) —^—^— * , (4) 

где 

Ввиду связности F, адельное отображение ПА : GA-*SA является откры
тым (см. (6)), откуда моментально следует, что для почти всех оеУ ( / > 
nv(G0v) =S0v. Покажем теперь, что почти всех v выполняется также и 
равенство 

*v(Gov(Vv)) = S0v(Vv). 
Известно (см. (8)), что существует такое конечное подмножество 

TiczVif)9 что при y G ^ V i группы F, G, S имеют гладкую редукцию 
по модулю yv, которую обозначим соответственно через F, G, 5. Точная 
последовательность 1-*F-+G-+S-+1 для y<=F ( / ) \7 \ индуцирует сле
дующую коммутативную диаграмму с точными строками: 

nv 

Fov-+Gov-+ S0v 

Fb -> Gk„ -> Sb 
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где а,г (1=1, 2, 3) —отображения редукции по модулю yv, kv=OJ% — 
соответствующее поле вычетов. Тогда требуемое равенство 
nv(Gov(Vv))=S0v (Vv) можно записать в виде я<ДКег а2) =Кега 3 , после 
чего оно становится автоматическим следствием сюръективности nv и а2. 

Далее, легко видеть, что подгруппа Go* арифметична в G, поэтому по тео
реме Бореля (см. (12)) подгруппа Jt^(Gol)) арифметична в 5, так что индекс 
щ = [So]: Як (Go0)] конечен (включение лк (G^) с So0 следует из включе
ния Пл (GA(OO)) С SA(OO) И определений). С учетом этих замечаний равенство (4) 
может быть переписано следующим образом: 

ct (G, v0) = ct (S, v0) ct (F, v0) — , 
ri 

где 

rt = [S$(K)'*K((№(VvM 
Индекс rh очевидно, равен 

[S{? (К): S# (*Ч) П лл (Gb°)] ISg> (P,0) П ** (Gg}): *к (Gg> (»*))]. 

В этом произведении первый индекс не превосходит щ и поэтому явля
ется делителем (п{)\. Производя, далее, формальные вычисления с груп
повыми индексами, которые мы опускаем, можно показать, что второй 
индекс делит (di[Z])\, где dt= [G$ : H$F$], [Z]—порядок пересе
чения Ff]H. Отсюда видно, что в качестве искомого числа d достаточно 
взять наименьшее общее кратное чисел (nt—1)! (dt{Z])!, . . . 
. . . , _(#m—1)! (dni[Z'\)\, расширяя исключительное подмножество с Т до 
T\JTi. Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 3 теперь непосредственно следует из 
лемм 5—7. 

С л е д с т в и е 1. Если G — полупростая группа компактного типа, 
то существует беоконечное множество таких ее К-реализаций <р, что 
класс y(G)A(00)q)(G)K не является подгруппой в <p(G)A. 

Действительно, если cl(cp(G)) не делит [F]d, rf^O, то cp(G)A(00)<p(G)K 
не является подгруппой. 

С л е д с т в и е 2. Для полупростой группы G главный класс 
q>(G)A{QO)q>(G)K является подгруппой группы q(G)A для всех реализа
ций ф тогда и только тогда, если группа G — некомпактного типа, и 
только для таких полупростых групп число с1(ф(0)) является делите
лем [F]d, d^zO, для всех ф (здесь [F]—порядок фундаментальной 
группы F для группы G). 

Поступило 
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