
I ! -

если Re X > 0, и 

Н_(Х) = е " ± * / (Ае-<*-'°*) +BYle-iXt f. ег»« + ta*>F*Qt)dß, 
+ v ' _J

TO
 v > I m M = ß + 1 

если Re X < 0. Из формул (15), (16) и этого представления следует 
Т е о р е м а З . Пусть | Х ( 2 ) ( 3 \ Ж_) | > 1, | о_ (#")| < я/2, (Х(1> -

-X ( 2 ) ) (âF > ,2) + )>i J v9 : > eTo; А , и ipo/ >0на S0 и выполнены все сформулированные 
выше условия на операторы £у и многообразия S0,Sj0,y0. 

Тогда для любых достаточно гладких начально-краевых данных fj, \Çj, ^о/, 
удовлетворяющих условиям согласования при t = 0 (ел. [1, 10]) , существует в ма
лом по времени классическое решение задачи (1)—(4) , 

Отметим, что независимо условия корректности модельной задачи для одно
фазной задачи Стефана в случае условий Дирихле на фиксированной границе и впер
вые для условия Неймана на фиксированной границе получены в работе В.А. Солон-
никова и Е. Фроловой. 

Московский институт радиотехники, Поступило 
электроники и автоматики 26 XII 1989 
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КОНГРУЭНЦ-ПРОБЛЕМА » 
ДЛЯ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ГРУПП КОНЕЧНОЙ ШИРИНЫ 

(Представлено академиком В.П. Платоновым 211990) 

Пусть G •— простая односвязная алгебраическая группа над числовым по
лем К, S — конечное подмножество множества VK всех неэквивалентных нормиро
ваний поля К, содержащее множество VU архимедовых нормирований. Говорят, 
что для группы 5-целых точек Г= Go<s) выполняется конгруэнц-свойство, если соот
ветствующее конгруэнц-ядро С= C^(G) конечно (см. [1]). Серр [2] выдвинул 
предположение, получившее название конгруэнц-гипотезы, о том, что конгруэнц-
свойство выполняется всякий раз, когда rangs G = S rang# G > 2 и G является 

1327 



Анизотропной для всех v G S\Vo°. Для Анизотропных групп конгруэнц-гипоте-
за была доказана Рагунатаном [3, 4] . Случай ^-анизотропных групп рассматривался 
автором [5, 6], которому удалось доказать конгруэнц-гипотезу для больших серий 
классических и исключительных групп. (Отметим, что в указанных ситуациях резуль
таты Прасада, Рагунатана и автора позволяют фактически точно определить структу
ру конгруэнц-ядра.) В итоге конгруэнц-гипотеза остается недоказанной лишь для 
анизотропных групп типа Ап, связанных с некоммутативными телами, и групп ти
пов Z)4'6 и Е6. Тем не менее указанные результаты не позволяют до конца раскрыть 
механизм выполнимости конгруэнц-свойства, ибо их получение связано с использо
ванием свойств не столько самой группы Г, сколько объемлющей алгебраической 
группы G. Цель настоящей работы — изложить новый подход к конгруэнц-проблеме, 
который опирается на исследование комбинаторных свойств группы Г. Имеются 
основания полагать, что на этом пути удастся завершить доказательство конгруэнц-
гипотезы Серра. 

Будем говорить, что группа Г имеет конечную ширину, если существуют та
кие 7i, • • • , 7f е Г, что Г = <7i ) . . . <тА где <7,-> — циклическая подгруппа, по
рожденная элементом yt. 

Т е о р е м а . Предположим, что в описанной выше ситуации rangs G ==* 2 
и для любого v ф S группа G является К„-изотропной. Тогда если группа Г имеет ко
нечную ширину, то группа С ь = С/ [С, С] конечна. 

Эта теорема связывает абстрактное свойство группы Г — иметь конечную ши
рину — с таким тонким арифметическим свойством, как конгруэнц-свойство, и тем 
самым дает частичное подтверждение следующей гипотезы, принадлежащей автору 
[7] : группа Г обладает конгруэнц-свойством в том и только том случае, если она 
имеет конечную ширину. Укажем еще на ряд результатов, которые подтверждают 
эту гипотезу и которые в действительности послужили мотивировкой при ее выдви
жении. Еще в 1965 г. Басе, Милнор и Серр [8] показали, что группа SLn(0), где 
п > 3, О — кольцо целых в К, обладает конгруэнц-свойством. С другой стороны, 
в работе Картера и Келлера [9] установлена конечность ширины группы SLn(Ö). 
Результат Басса, Милнора, Серра был перенесен на произвольные, простые односвяз-
ные разложимые и квазиразложимые группы А"-ранга не меньше 2 соответственно 
Мацумото [10] и Деодэром [11], в то время как конечность ширины для арифме
тических и s-арифметических подгрупп таких групп установлено совсем недавно 
О.И. Тавгенем [12]. Отметим также примеры обратного характера. Для групп 
SL2(Z) и SL2(Ö), где О — кольцо целых мнимого квадратичного поля, одновремен
но нарушается как конгруэнц-свойство [2], так и свойство конечности ширины [12]. 
Таким образом, для целого ряда групп конгруэнц-свойство и свойство конечной ши
рины выполняются или не выполняются одновременно, т.е. наша гипотеза выполняет
ся de facto. Тем не менее отмеченные выше результаты не содержат никаких указаний 
на непосредственный характер взаимосвязи между конгруэнц-свойством и конеч
ностью ширины, так что наша теорема, по-видимому, является первым результатом 
в этом направлении. 

Переходим к изложению с х е м ы д о к а з а т е л ь с т в а теоремы. В про
цессе доказательства многократно используются следующие два утверждения. 

Л е м м а 1.1) Пусть v 6 VK и группа G является К „-изотропной. Тогда лю
бое действие группы К „-рациональных точек G^ на конечном множестве три
виально. 

2) Предположим, что группа G является К„-изотропной для любого v $. S. 
Тогда любое непрерывное действие группы S-аделей GA^s) на конечном дискретном 
топологическом пространстве тривиально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о легко получается из справедливости для G над К„ 
гипотезы Кнезера—Титса (см. [13J). 
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ЧерезЯ'(*) будем обозначать r'-ю группу непрерывных когомологий с коэф
фициентами в одномерном торе R/Z. 

Л е м м а 2 [3]. Для любых открытых компактных подгрупп U С GKv и 
W С GA(s) группы H\U) и H\W), i = 1, 2, конечны. 

По определению конгруэнц-ядро С = CS(G) входит в точную последователь
ность 

(1) l - » c ^ G - * G ^ l , 
где G (соответственно G) — пополнение группы GK относительно топологии, опре
деляемой всеми подгруппами конечного индекса в Г = G0(s) (соответственно кон-
груэнц-гюдгруппами), см. подробнее [1]. При этом в силу сильной аппроксимацион-
ной теоремы (см. [13]) группу G можно отождествить с GA(sy Наряду с последова
тельностью (1) для любого простого р можно рассмотреть точную последова
тельность 

(2) l-+C(p)^Gn-+G-+l, 

где С(р) = С/ [С, С] С, G = G/ [С, С] Ср. 
П р е д л о ж е н и е 1. Предположим, что для любого простого р расширение 

(2) центрально (т.е. С(р) лежит в центре G). Тогда группа С ъ конечна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о получается с помощью спектральной последователь

ности Хохшильда—Серра из лемм 1, 2 и того факта, что группа Г а Ь конечна (теоре
ма Маргулиса). 

Предположим теперь, что для некоторого простого р расширение (2) не яв
ляется центральным. Тогда существует такое v $• S, что действие группы GK на 
D = С(р), индуцированное вложением GK С G И действием G на D посредством внут
ренних автоморфизмов, нетривиально. В этом случае нетривиальным является 
также действие G к на соответствующей группе характеров D* ; пусть d&D* появ
ляется неподвижной точкой для GK • Замыкание Г группы Г в G имеет вид Г = 
= П rW ) где Fw — группа целых w-адических точек. Положим А = П Tw и 

обозначим через U стабилизатор d в группе Д; ясно, что U является открытой под
группой конечного индекса в Д. Будем рассматривать группыÖ и ß * как векторные 
пространства над полем Fp изр элементов, и пусть В — подпространство в D*, по
рожденное всеми сдвигами gd, g е GK , в смысле описанного выше действия GK 
на D *. 

Л е м м а 3. 1) .dirnp I? = °°; 
2) U действует на В тривиально. 
Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 1) вытекает из леммы I, а утвержде

ния 2) — из перестановочности действий групп GK И Д. 
Положим Д = ПКегх, где пересечение берется по всем характерам X е В. 

Тогда D\ является Fp-подпространством в Д инвариантным относительно действия 
групп G к ж U ж таким, что U действует на фактор-пространстве D/Dt тривиально. 
Перейдем от расширения (2) к расширению 

(3) 1^E-*H'<'-+GKV^1, 

где Е == D/D^D П [iT^U), ^(U)}), H = [я-1 (<?*„>< ^ *"'(<?*„ * &)] ЮЛ^Ц/), 
7Г J (U)], и обозначим через Г' подгруппу Г П (Г„(0 „) X [U, V] ) , где Г„(ди) — кон
тру энц-подгруппа в Ги по модулю идеала нормирования g„. 

П р е д л о ж е н и е 2. 1) Группа Е бесконечна ; 
2) Е содержится в замыкании Ф группы Г' в Н. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 1) проводится при помощи последо
вательности Хохшильда—Серра с учетом лемм 2, 3; утверждение 2) вытекает из 
открытости Г' в Г относительно конгруэнц-топологии. 

Последний этап рассуждений заключается в доказательстве того факта, что 
расширение (3) со свойствами, указанными в предложении 2, и при условии, что Г 
имеет конечную ширину, существовать не может. Действительно, поскольку Г имеет 
конечную ширину и индекс [Г : Г'] конечен, то Г' также имеет конечную ширину. 
Поэтому группа Ф имеет конечную ширину как проконечная группа, т.е. существуют 
такие элементы 7i , • • • , ft е Ф> ч т о Ф = ^7i > •. . <тД где (у{) — замыкание цикли
ческой подгруппы, порожденной yt. Обозначим через q отвечающее нормированию 
v простое число. 

Следует различать два случая: 1) q = р, 2) q Фр. В первом случае Ф является 
про-р-группой, так что к ней применимо следующее 

П р е д л о ж е н и е 3. Класс про-р-групп конечной ширины совпадает с клас
сом аналитичечких про-р-групп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о получается применением одного из критериев анали
тичности, см. [14, с. 206]. 

Итак, в нашей ситуации группа Ф аналитическая. Отсюда следует, что группа Е 
также аналитическая, а следовательно, конечно-порожденная. С другой стороны, Е 
является абелевой группой экспоненты р, и поэтому в итоге Е конечна; противоречие. 

Случай q Ф р является несколько более сложным. Вначале устанавливается 
следующая оценка для степени представления npo-çr-группы над полем Fp. 

Л е м м а 4. Пусть 0 - некоторая npo-q-группа, р - простое Ф q. Тогда су
ществует такое ß > 0, что для любого непрерывного представления р: 0 •*+ GLm(Fp) 
выполняется неравенство m>ßlog4 | р (0) |. 

Л е м м а 5. Действие группы 0 = Ги( $v) на Еявляется вполне приводимым. 
Более точно, Е= П Еь где Et - конечные неприводимые ©-подмодули в Е. 

Л е м м а 6. Если группа Ф имеет конечную ширину как проконечная группа, 
то существует е\,...,еп ЕЕтакие, что 
(4) £ ,= F p e e 1 + . . . + ' F p e e I I . 

Покажем теперь, что разложение (4) невозможно. Выберем элемент s € GKv 
таким образом, чтобы замыкание порожденной этим элементом циклической под
группы было некомпактным. Воспользовавшись матричной реализацией G, предста
вим элементы s и t = s-1 в виде матриц s = (s^), t = (?#) и положим г = 2max(| u(sg)|, 

U 
\v(tjj)\). Тогда легко видеть, что для любого целого / > 1 выполняется следующее 
включение для конгруэнц-подгрупп: 
(5) sWi^DlUeJ*')'. 
Зафиксируем теперь / > 1 таким образом, чтобы для подгруппы Ew элементов, не
подвижных относительно W = Г„( 3J) , выполнялось условие: Ew Ф Е Kv, и для це
лого / > 0 положим 

Wi=rv(ê'v
+!'r), / /= Jil EiCEwi\. 

Очевидно, имеем цепочку включений 
(6) J0CJi C...CJm С . . . 

Л е м м а 7. Все включения в (6) строгие. 
Д о к а з а т е л ь с т в о использует (5) и результат Прасада [15] о том, что 

GK не содержит собственных открытых некомпактных подгрупп. 
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Для каждого к = 1, 2, . . . выберем индекс ik €Е /дД/fc-i и построим про-
t 

странства E(t) = П Et r = 1 , 2 , . . . Тогда из (4) вытекает равенство 
fc=i K 

(7) £'(0= Fp &е, (f) + . . . + Fp©e„(f), 

где e/(f) - проекция е,- на E(t). 
Л е м м а 8. 1) Существуют такие целые у, 8, что [в : Г„( 8 у+/>)] = qy+s' 

для всех достаточно больших /. 
2) Существует такая константа d, что для любого открытого нормального 

делителя V С в, содержащего W,-, но не содержащего Wj_lt выполняется неравен
ство [V: W,]<d. 

Используя оценки из лемм 4, 8, несложно показать, что число элементов в 
правой части (7) оценивается сверху числом вида pat+b, в то время как число эле
ментов в левой части не меньше р^г +gt+h, и мы получаем противоречие, взяв t до
статочно большим. 
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СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРНОГО РОСТА 
В ЗАМКНУТОМ КОНУСЕ 

(Представлено академиком В.А. Марченко 25 XII1989) 

В [1—3] установлены основные факты теории субгармонических функций 
вполне регулярного роста (ф.в.р.р.) в открытом конусе*. Здесь будут приведены 
различные условия в.р.р. в замнутом конусе. Для голоморфных функций в полу
плоскости соответствующие вопросы рассмотрены ранее Н.В. Говоровым [4—6]. 

*Некоторые факты, относящиеся в лучам в.р.р. субгармонических функций в конусе, установ
лены Л. Груменом [7, 8]. 
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